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81. Inleiding.
Er bestaat een grote analogie tussen de resultaten uit de
differentiaalrekening en de differentierekening. Hoewel men
gewoonlijk meer vertrouwd is met die uit het eerste gebied
zou men toch kunnen verdedigen, dat die uilt het tweede gebied
eenvoudiger zijn. Immers, terwilijl in de differentiaalrekening
het begrip afgeleide functie

£1(x)=Df(x)=  lim f(“h);lf(x)
" h=o
een centrale rol speelt, treedt in de differentierekening els

belangrijkste begrip op de uitdrukking

e.f(x) = f(x+h) - £(x),

welke uit functiewaarden van f(x) berekend kan worden slechts
door af te treklen;bij de berekening van Df(x) daarentegen is
afgezien van de d/ling nog een extra limietovergang nodig.
Anderzijds heeft het feit, dat deze' limietovergang bij de be-
rekening van .%.f(x) achterwege blijft, ten gevolge dat

7Y f(x) een functie is van twee veranderlijken x en h. Hier-
door zljn sommige formules in de differentierekening weer iets
gecompliceerder dan de corresponderende in de differentiaal-
rehanling, zelf's als men ze beschouwt voor constante h.Reeds
Newton beschouwde uitdrukkingen, die gelijken op de hier in-
gevoerde verschillen, nl. ultdrukklngen, die wij in onze
notatie zouden kunnen aangeven met h 4% f(x). Wij zullen
echter voor dergelijke uiltdrukkingen, die men gedeelde ver-
schillen noemt, een wat andere notatie bezigen en,de punten
X en xX+h resp. met X, en X, aanduidénde, schrijven.

f(x,)-(x,)
[(xxo] - = xqq- X5 :
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Verdere uitwerking van deze gedachtengang voert tot de theorile
der interpolatieformules, in zekere zin op te vatten als de
analoga van de reeksen van Taylo: of Mac Laurin uit de diffe-
rentiaalrekening. Veowant hiermede zijgn de zgn,.faculteiten-
reeksen, die men als het analogon van de machtreeksen uit de
analyse kan opvatten,

Evenals naast de lifferentiaslpekening  een integraal-
rekening bestaat, is er naast de dif:erentierekening een som-
matierekening. Naast de theorie der differentisalvergelljkingen
staat die der differentievergeli jkingen,

In het volgende z2l aan elk dezer onderwerpen enige aa -
dacht worden bestecd. Soms wordt bij de alleiding van resul-
taten - naar men zou kunnen oordelen: ten onrechte of onnodig-
gebruik gemaakt van resultaten uit de differentieal- en inte-
graalrekening.,

§2. Differenticoperatoren,

Onder %,f(x) verstaat men,zoals al in de inleiding werd
opgemerkt, de ultdrukking

£ (x+h) - © (x).

In het geval, dat men h = 1 neemt, schrijft men kortweg

A (%) = f(x+1)-F(x).
Naast deze operatoren is het nog van belang om in te voeren

de verschuivingsoperator E, gedelini¥erd door

Ef(x) = f(x+1).
Bij gevolg is

Af(x) = Bf(x)-r(x) =(E - 1)r(x).
In operatorentaal geschreven krijgt men
AH o= B-v.

Men kan voor natuurlijke h de operatoren Ah en Eh met vol-
ledige inductie definiBren en vindt dan bv., Ehf(x)nf(x+hl De
laatste formule i1s ook als definitie van Eh op te vatten vou.
niet gehele h.

Opgave 1: Bewijs EhEk = Eh+k

de volgende operatorenformule

voor alle h en k. Men vindt nu
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Men kan voorts schrijven

Df(x) = ﬁi’é g. %!“(x) a’m.@gﬁ f{x);

vooropgesteld natuurlijk, dat de beschouwde limieten bestasn.
Men pleegt dit laatste resultsat wel te schrijven in de sym-
bolische gedaante

D = lim B~
h0

waarbij het de bedoeling is, dat beide resultatan op een func-
tie f(x) worden toegepast en men voor

h h
(1im nzli%l-') f(x) leze 1lim (.Eiigii— f(xil
h-0 h-0

Waar in de toekomst weer decgelijke limietovergangen
optreden is het de bedoeling er dan eenzelfde interpretatie
aan te geven, dwz, met de operatorenformule

F = 1limG
wordt bedoeld
lim ¢(f(x)) = (1im G ) f£(x) =F £(x) ,
vooropgesteld, dat de limiet in het linkerlid voor functies
van zekere klasse of soms zelfs voor alle functies bestaat.

Zo heeft men voor de¢ functie f(x) = a*, indien a £ 1 de for-
mule
N N N
x+N+1 X
(Z En) 2% Z(Engx)z Z gXtn_ 2 - :?‘
n=0 n=o0 n=0

en als lat< 1 vindt men zelfls

X

Men kan nog verder gaan en opmerken, dat
X

a~  _ X

(1-E)q—s =2

is, en vindt dan

( 1-E ) (2; E") a* = a*  en ook (Zo E") (1-E)a* "

zodat men hier zou kunnen gaan schrijven
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( T E°)(4-E) = 1, SE - (aem)

Twl e 0
Deze lastste formule heeft slechts voor sommige functles betekenis,
Bovendien 2ziJj er nog op gewezen dat de operator (*1-~E)"1 niet on-
dubbelzinnig is vastgelegd. Immers :naar zijn definitie 1s dit die
operator, die aan een functie (1-E)f(x) de functie f(x) zelve toe-
voegt. Indien men echter bij f(x) een functie met periode 1 optelt,
bv, s8in 2wx, dan verandert (1-E)f(x) niet, maar f(x) wel, Het is
zelfs zo dat
O
( ZEn >ax

“yran 3

voor lal>1 divergeert, maar dat men ook nu nog aan

(ﬂ—E)'ﬂ a*

wel degelijk een (en dus meer dan een) betekenis kan hechten, nl.

bijvoorbeeld o X x

B e of ~W§§— + 8in 27X,
Wij willen nog een voorbeeld geven van een door een oneindige reekn
voorgestelde operator. Gaan wij uit van de hierboven gegeven formule

W EPq
D= 438 5
en van het bekende resultaat ult de analyse, dat bv, voor a >0 geldt

1

X
1im a;
X=-» Q

= log a,

dan zou men er behagen in kunnen scheppen om te schrijven D = log E.
Wie dan nog verder zou willen gaan, zou kunnen schrijven E = eD,

Ex = eXD en daarna
x 0 ann
Y= 2 25
’Y)-ﬁ n-

om ten slotte op te merken dat, als men de operatoren in beilde leden
van deze relatie toepast op een functle £, de een in het punt x con-
vergente MacLaurinontwikkelin% bezit, het Jjuiste resultaat

f(X) mgﬁﬁq_@l

Yo
wordt verkregen. Het behoeft geen betoog dat het bovenstaande + in
eerste instantie - slechts heuristische waarde bezit.
Men defini¥ert verder de terugwaartse differenties door
?’ f(x) = £(x) - £(x-h), 1i.h.b. ?f(x) = wi(x),
zodat men heeft
-h h h
y= 1-F7: EReyEI -4
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Uit
A = E~1 vindt men voorts

no
A" = (B-1)" = T (R) EP (-)PD
th
en analoog

¢}
" = (a+1)” = nZ: @) ah.
=)

Hiermede is het mogelijk om elke operator van de gedaante
n

Z ay AJ

J=o

in de gedaante n
) by EY te schrijven en omgekeerd elke ope-

rator van de tweede gedaante in de eerste,

Naast de operatoren E, A en ¥ voeren wij er nog een
aantal in, die voor het vervolg van belang zijn,

De operator van het gemiddelde % wordt gedefini¥erd door

M f(x) =4 (£(x)+f(x+h)).

Kennelijk heeft men M = 5 (1+Eh).

Op grond van de verwantschap der symbolen A en W
zou men naast de operator M ook nog een operator W verwach-
ten, welke gedefiniterd is door

Wr(x) = 5 (£(x)+f(x-n)) ,

dus W = %(1+E“h) = E"hg.
Deze operator treedt cchter vrijwel nergens op in de theorie.
Tenslotte voeren wij nog in de centrale differentieoperator

gedefinierd door §I(x)=f(x+kh)-f(x~h), dus door

§ = EEh _ puzh
h
en de centrale operator van het gemiddelde gedefinilerd door

pL(x) =3 ( £(x+kh) + f(X~%h)) ’
dus door

1 -~k
po= b (=0 +E'§h)'

Indien de onderindex bij een der nieuw gedefini¥erde
operatoren gelijk is aan 1, zullen wij deze veelal weglaten,



Er bestaan uiteraard tal van relaties tussen de hiler inge-

en welke
voerde operatoren ‘% s ¥ s % Jﬁ s % }ﬁ s
systematisch kunnen worden gevonden door eliminatie van E
uit de grondformules, waarmede al deze operatoren worden uit-

gedrukt in de operator E. Wij volstaan hier met slechts een

aantal der meest voorkomende resultaten te vermelden;

-ih 2 2 2
M =143 A ; M =E2+ 395 M =1+ £ ;
h ' h ’ h ’ h 4 h
Lh -th
—_ 2 — 2
Q—E A 3 AL=E M.

WiJj merken nu reeds op, dat men de waarde van een functiei
f(x) kan vinden bv.uit f(x-1) en A f(x=1), dus ook uit
£(x-2), o&f(x-2), A°F(x-2), enz.
Opgave 2.

Druk f(x+n) uit in f(x), a f(x), z;zf(x),..,., ar(x).
Bij het ultwerken van deze opgave kan men vaak met vrucht het
volgende schema gebruiken, waarbij steeds het verschil tussen
twee onder elkaar staande wgarden geschreven is op hun midden-
loodlijn , rechts van die waarden.

f(x-2)
Af(x-2) 5
f(x=1) A°F(x-2) 3
Af(x-1) 5 aA”f(x-2) n
f(x) ATE(x-1) 3 A'f(x-2)
Af(x) 5 a”f(x-1)
f(x+1) ATT(x)
AT(x+1)
f(x+2)

Ditzelfde schema is nog op diverse andere wijzen te schrijven
Allereerst geven wij het met terugwaartse differenties.

£(x-2) v £(x=1) 5 |

£(x=-1) v £(x) vgf(x) VBf(X+1)

f(x) v £(x+1) 9 (x+1) VBf(X+2) v f(x+2)
£(x+1) o2 (x42) V1 (x+2)

f(x+2)

Beide schema's hebben het nadeel van een zekere asymmetrie,
Dit nadeel valt weg, ala men zich bedient van de ¢entrale
differentieoperator 6 . Dan krijgt men het volgende schema;
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f(x-2) .
£(x-1) §£(x-4) 82¢(x-1) 3
§ f(x-%) 2 &r(x-3)
£(x) §°r(x) $ £(x)
5 £(x4}) > £r(x4)
£(x+1) 8T (x+1)
§0(x+3)
f(x+2)

Hier valt nog op te merken, dat in de drie gegeven schema's
op corresponderende plaatsen dezelfde (numerieke) waarden
staan, die in de drie schema's slechts in notatie verschillun.
Wij kunnen de schema's ook nog in operatorenvorm ge-
ven, waarblj het dan de bedoeling 18, dat overal achter een

operator in het schema eenzelfde functiewaarde, in casu f(x),
wordt gedacht,

=2

E
A E“2

5 » 2282 3o
AE A'E

1 2251 3.-1 a'g2
Fay A°E

E 22
AE

E2

Opgave 3. Geef ook de operatorennotatie van het hierboven
neergeschreven tweede®derde schema.
Verder merken wij nog op dat men bij functies van meer va-
riabelen, analcog aan de partiéele differentiaalquotién...
uit de analyse, partigele differentiequotiénten kan vormun.
Wij schrijven
[21; x f(x,y) = £(x+h,y)-£(x,y)

A f(x,y) = £(x,y+k)-£(x,¥).

x 7
De formule /_?l x % y = % :y 1:}31 x is een trivialiteit,
in tegenstelling tot de corresponderende formule uit de
differentigalrekening. Soms is het wel gebruikelijk om .

nog zgn. totale verschillen te definiéren:

A f(x,y) = £(x+h,y+k)-£(x,¥)
hk

zodat meh heeft
A £f(x,y) = é%

h,

x T(xyy+k)+ £(x,y)

&,
TaN

f(x+h,y)+

= % y > x £(x,y).
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De corresponderende verschuivingsoperatoren definiéren we nu door

E§ f(x.y)= £(x+h,y); Eykf(x,y) = f(x,y+k).
Men heeft dan de operat. -..2l.aties.

o h .. ok h, k
%XMEX -1; 2 =E " -1; A =E B S -1.

§3. Grondformules.

In deze paragraaf geven wij een aantal grondformules van de dif-
ferentierekening, waarbij steeds duidelijk de analogie met de corres-
ponderende formules uit de differentiaalrekening naar voren wordt ge-
bragcht.

Allereerst heeft men —oar een constante ¢ naast Dc = o ook de

formale A € = 0.
h
Analoog aan de formules

D(f+g) = Df+Dg, Def = cDf(o constant)
heeft men in de differentierekening
A (f+g) = A £+ A g, A cf =c¢ A f(c constant).
h h h h h
De formule
D(fg) = gDf+fDg
heeft echter niet zo 1 eenvoudig analogon, hetgeen belangrijke conse-
quenties zal blijken te hebben.
Immers

[

(EPo1)f, Pg+2(E-1)g

Ehg.A f +f Ag
h h

A(2g) =(EP-1) £g)

il

en dus ook
A (fg) = BMf.  Agrge A f.
n h n

Hier treedt dus in het rechterlid de operator Eh extra op. De gevolgen
blijven niet uit: Terwijl men heeft

Df? = 2£.Df
vinden wij hier

A £2 = (EPesf) A £ = 2ME.  Af.
n h h h

Zo vindt men nags.L sz = 2x het resuliaat

A x° = (2x+h)h.
n

i
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Dit zou het ogenblik zijn om het berekemen van differenties te staken,
ware het niet dat men, niet alleen ter wille van de formgla snalogie,
een nieuw symbool had ingevoerd, waardoor tal van formules uit de dif-
ferentierckening toch overeenkomst vertonen met de corresponderende
uit de differcentiaalrekening. Men schrijft
<1 X3 x(2§ = x(x-1), x(a)z X(x=1)(X~2) je0vny
i.h.as voor natuurlijke n
x(n) 2 x(n”1)(x~n).
Men vindt nu
ax(®) o (x+1)(n) -x(n) = n.x(n"ﬂ,
zodat de analogie nu gered is. Evergocd als voor Dm(n) geen eenvoudige
formule bestaat, bestaat er dan ook geen voor A xR,

Het hief ingevoerde symbool x(n) is een bijzonder geval van het

algemenere xtnsh) xéx-h;(x~2h)... (x=(n-1)n); x(O;h)
Kennelijk heeft men x nit) x(n.
Opgave 1. Schrijf het product x(x+h)...(x+nh) ook met behulp @er nieuw
ingevoerde symbolen.

Alvorens de theorie der differentieoperatoren voort te zetten gaan
wij nu eeret —un eon ~~r*-l bekende formules van .machtsverheffing na
of zij ook gelden voor de nieuw ingevoerde machten die wij ook wel
pseudo machten zullen nocmen. Wij hebben hier op het ocog de formules

n n -

- xnm; (x+y)n - g:: (n )xhyn h’
=0

De eerste der fovmules geldt kennelijk niet zonder meer als men de

machten door pscudommchten vervangt. Wel geldt echter
(1). L(nsn) gah (m;h) _ &n+m;h),
dus in het bijzonder x(n) gD x(m) = x(n+m)_
Oprave 2. Bewijs dit.
Opgave 3. Bewijs D'x® = a(n) a-n
Opgave 4. Bewijs (xhllnfh) = X(n)hn.
Voor de tweede formule is geen eenvoudig analogon met pseudomach-
ten te geven, wel echter van de derde. Men heeft nl. de volgende for-
mile (formle van Van der Monde)

= 1.

n.m n-+m I
i (x

m
XX =X )

( a n @ o
(my)\n,h) - Z (g)x(m,h)y(n m;h).
m=0
Een ecrste bewijs ge=nhiede door volledige induetie naar n. Voor
n =11is de bewering triviaal en, als zij reeds bewezcn is voor zeke-
re natuurlijke n, vindt men voor n+1

(n+1:h)

(x+y) = (x+y)(n;h)(x+yhnh).
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Gebruik makende van het al bekende resultaat voor (x+y)(n5h),
vindt men hieruit gemakkelijk de gewenste formule indien men ver-
der nog de factor x + y ~ nh op passende wijze in twee gedeelten
splitst. Dit bewijs is dus in feite analoog aan het bewijs van de
formule van Newton voor gewone machten. Ook hier wordt gebruik ge-
maakt van het bekende additietheorema van binomiaal co&ffici¥nten.

Een tweede bewljs is te leveren door op twee manieren de n® afge-
leicde naar u ult te rekenen van de functie

SRR F

= U u  , Enerzijds 1s deze n® afgeleide (verg.opg.3) gelijk aan

X+ ~ X+ B
E'E'Z (Z%Z - 1) ... (?E%l - n+1) u—HX " =n" (x+y)(ﬂ5h) u_ﬁl n

en anderzljds vindt men door toepausing van de formule van Leibnitz

X
ph uﬁ u% _ 2%: (;) (Dm H ph-m %

m=0
wzarult het gewenste resultaat gemakkelljk volgt.

Opg.5. Bewljs
(f_o xi)(nzh) -7 n! (h13h) (ny;h) (n_sh)

nqlnel...nri 1 X ceXp s

waarbij de som wordt uitgestrext over alle niet negatieve gehele

nq,...,nr met som n,
Men definieert verdcr voor natuurlijke n
L(-nsh) 1 ) g
’ (x+h)(x+2h)...(x+nh) * {x+1)...(x+h)

-

0pg.6. Bewijs de formule (1) voor willekeurige gehele m en n.
Opg 7. Bewijs x(x+h) ..(:~(+1’1l’1)=(-)n'M (-x)(n;h).

n (—x»h)(n;hx

ODEGSM Bewijs *T:%TET = (~)

X

Met gebruikmaking van de [ -functie kan men voor willekeurige n

ecn definitie geven van x(n;h). Men definieert nl.

X
x(n;h) P {_(H +1)
F(%~~n+1)

dus in het bijzonder

A7) - Ll
T (x-n+t)
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Opg.9. Laat zien dat de nileuwe definitie overeenstemt met de oude voo°
gehele n.
Opg.10. Bewijs voor x > O de formule

D0
% = 2. n x{-n)
n=0
o N g
Opg.11. Bewljs 27 = - -

n=0

Een veelterm is op te vatten als een lineaire combinatle met on-
stante co&fficiénten van een eindig asntal der functies 1, x, x?X3»--
Het is zonder meer duidelijk dat men een veelterm eveneens kan chrij-
ven als een lineair compositum der functies 1, x, x(e), x(a),. s

terwijl omgekeerd zo'n compositum natuurlijk ook weer te schriven is
2

als combinatie van de gewone machten 1, x, x“,... . Om deze tunsfc:
maties over en weer systematisch af te lelden, is het goed ovr for-
mules te beschikken, die xN uitdrukken in 1, X, X 2),..., x(’ en die

x(0) uitdrpiken in 1, x, x2, ..., <. Men definleert de getalin van

Stirling S o ven de eerste soort door

SO R U

m=0

en die van de tweede scort door

N i%: s (N) 4 (m)
m=0 n

Tussen deze getallen bestaan tal van gemakkelijk af e leiden rel=n-
ties, waarop wij hier niet nader ingasn.

2. Bewij zgj s(M) G(m) N # h
Opg.12. Bewijs - m Tn = voor
m= =1 voor N = h,

» (N+1) _ 4(N) (N)
Opg.13. Bewljs S m Sm 4" N Sm .

Opg.14. Bepaal een analoge relatie tussen getellen c(x).

Met behulp van de recurrente relaties van opg.1? en 13 is het gemak-
kelijk om de getailen S(g) resp. cr(ﬁ) te derekenea, Dit kan met ecnr
schema geschieden dat analoog is aan het bekende schema van de drie-
hoek van Pascal. WiJj geven het hier voor de gefallen S(g) voor
N =0,1,..455,

1 =10 35 -850 24
1 -7 ST P25 274 -120
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Opg.15. Bepaal de eerste 6 regels van het corresponderende schema voor
de getallen G{g),

WiJ keren na dit intermezzo over getallen van Stirling terug tot
het afleiden van differentieformules voor de belangrijkste elementsire
functiesn.

Met behulp van het bovenstaande zijn differenties van polynomen
gemakkell jk neer te schrijven.

o h

Opg.16. Bereken &hZ&:O a, X

Verder herinneren wij aan het resultaat

h

De differentieformule voor gebroken rationale functies zullen wij
later bepalen. Eerst beschouwen wij nog de exponenti¥le functie. Mecn

heeft

X h

FANE:
h
zodat de functie a* zich zowel na differentiatie als na differentie
nemen op een constante factor na reproduceert.
Naast De™ = e* heeft men bv. A2X = X,

bx

= (a "4)8)(’

Opg.17. Depaal A a
h

Opg.18. Bereken A sin ax, A cos ax, A sinh ax, A cosh ax.
h h h h
De functie log x is in de differentiaalrekening o.a. van fundamen-
teel belang omdat hear afgeleide gelijk 1s aan % . Beschouwt men ver-
der de functie bg tg x (welke overigens gemakkelljk ult te drukken .r
in logarithmen), waarvan de afgeleide gelijk is aan —é&: , dan kan

omgekeerd i.lcre gebroken rationale functie wordem g~ .gre
Dit 1s dus in de analyse reeds het geval zodra men maar het begrip
logarithme heeft ingevoerd.

In de differentierekening kan men zich met analoge problemen bez?
houden., Wij zullen ons allerecerst afvragen van welke functie f(x) do
differentie gelijk is aan %-, dus wilj trachten de differentieverg
11 jking

Af(x)= 3-2-

op te lossen. Reeds eerder zagen wij dat zo'n functie bepaald is op
een additieve functie met periode 1 na. Wij hebben dus slechts 1 op-
lossing der gezochte vergelijking op te sporen, om daarna de volled*-
oplossing te kennen.,
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Beschouwen wij nu de [ -functie , dle voor x > O te definieren is
door oo
I (x)= / et %7 ax
J
o

en voor dergelijke x voldoet aan [ (x+1)= x [ (x) en die men voor nega-
tieve x (£ -1, -2, -3,...) met de laatste formule kan definieren, uit-
gaande van de bekende waarden voor positieve x, dan ziet men gemakke-

1ijk in dat
x4+ = 4, Liix
r{x+ TX rix) °
r'{x

waaruit volgt dat de functie f(x)= D =t5f = D log F{x) 1in de
differentierekening de rol van log x in de differentiaalrekening
overneemt,

Opg.19. Bepaal een oplossing der vergelljking

(x)= 2
€§ f(x)= T -
~ty merken verder nog op dat de functie
(S

f(x)= (=) D log I (x)

voldoet aan

D R
A T(x)= %H%WYT D (log M(x+1)~log M (x))

O L R A N |
n-1)* x <2 ’

waarmee in principe bij ledere rationale functie u(x) alleen met
behulp van gebroken rationale functies en de [ -functie en haar
afgeleiden cen functie is aan te geven waarvan u(x) de differentie 1

Opg.20. Bepaal functies waarvan de differentie gelijk is aan
a) x2 & ;%

b

b) }i’.‘l”}
X7 3x42

2&

C) X741
b Q|

d) XQ""]
x§+1

Tenslotte leiden wij nog een asntal formules af over hogere diffe-
renties. Men bewljst gemakkelijk door volledige inductie naar het na-
tuurlijke getal n dat



DE
AD x(m;h) n (mh)(n;h) x(m«n;h)
h
waarblj het in de eerste factor in het rechterlid de bedoeling is dat
de machtsverhef{ingsoperator op de variabele m wordt toegepast. In hct
bijzonder heeft men

AD X(m) _ m(n) L (m-n)

Opg.21. Bereken A " a*,
h
WiJj geven voorts een analogon van de formule van Leibnitz welke

luidt N

" uv = 2 (N "aygM)
n=0
In de differentierekening heeft men
N
N N n nh
AN )= () (& TuyE™ alrgh,
h n=0 h h

welke formule gemalkkelijk door volledige inductie naar N af te leiden
is. Men heeft dus in het bijzonder

) ~y
Ag(uv%=A“L1E“v L2 Au.EAV+ u. A v,
025.22. Leid voo. AN (un) uit het voorgaande een formule af.
Opg-23- iis

S~ (g) E;a(n-N) LBy, B 6N“nv.
Wij bewijzen nu nog de " wuule

F(”hjc,w = 8 F ﬂ)y
waarbij T een veelvera met corstante (d.i.van x onafhankelijke) cosf

fici&nter "b;:at°1t. InAdei daad, stelt men

‘A )
F(u) ;£ bnu“ ,

dan geldt
F(Ehfbx _ Enh X _ gf b ax+nh = a* S bﬁxnh - axF(ah)a
Tim O ﬂ “':O n n=

Opg.24. DBewijs voor bovenstaand type veeltermen

F(EMu(x) = 2XF(a"E) (2 Ru(x)),

dus in het bijzonder
4}u{x) a™ (ahw% +al-1) (a™Fu(x)).

0pg.25. Leid de met het voiige resultaat corresponderende formule i<
de differ~_tiaalvavening
Du(x) = ™ (Din)(e™™u(x))

il

af uit dat resultaat.
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Opg«26. Bewijs voor veeltermen F van het bovenbeschouwde type de .
relatie

Fé%})u(x) = aXF(ahéﬁ sal=1)(a Ru(x)).
en breng haar in verband met de corresponderende formule uit de dif-
ferentiaalrekening.
Opg.27. Bewijs voor a £ 0 de formle
1 hex 1

m:gu.’ a:ﬁ W(x) = 8 T (w(x).ax)*,

mégﬁﬁ» w(x) een oplossing u(x) wordt verstasn van de

®

wnarbi) onder

differentievergelijking A\ u(x)+ku(x) = w(x).
h
0pg.28.

zxégm w(x) = (br1)*1 ~i§r« (w(x)o(D+1)™%) (bé=1).
Opge.29. Bepaal met behulp van het bovenstaande een oplossing van de
differentievergelijking

Au(x)-bu(x) = 1.

§4.Bernoullicansch intermezzo.

Voor het vervolg hebben wij gebruik te maken van veeltermen van
Bernoulli, welke wij thans eerst gaan beschouwen.
De functie n
muﬁm“) tx
,t e
e -1
is voor {3t <2m en gehele niet negatieve n in een convergente macht-
reeks in t te ontwikkelen waarvan de co¥ffici&nten afhangen van de hier
~ls parameters op te vatten grootheden n en x. Wij schrijven

n o B&f{x)th
(1) ( ez:;) etx = go B .
De uitdrukkingen B(g)(x) zijn, zoals men genmakkelijk inziet, veelter-
men in x van de graad h.
Opg.1. Bewijs dit.
Deze veeltermen worden gegeneraliseerde veeltermen van Bernoulli genoemd
De (gewone) veeltermen van Bernoulli verkri?gt men in het geval n = 1
men duidt ze kortweg aan met Bh(x) i.peVe 3h1)(x). De grootheden Bén)ﬁﬁ
cceft men kortweg aan met Bén (dus Bh(O) met Bh) s zij worden gegenc-
ralisecrde getallen wnBernailli{resp.getallen van Bernoulli) genoemd.

Wij bewijzen thans een optellingstheorema voor de gegeneraliseerd-
veeltermen van Bernoulli. Men heeft allerserst
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20 i
(Wt )" ety | 3 Bh(xy) 4n
h!

et .1 hwo
en verder ook

(i) e e () et L Ttk T BRG o,

et 1 et 1 ke® k! mso m!

De co&fficiént van th in het laatste product is gelijk aan
h

2 4 BRw

Kmad k! m!
kemah
anderzijds is deze gelijk aan  BD(x+y)/ h!.  Dus verkrijgt men
($2)] s
Bh(x‘.ﬂﬂ)“ %0 m’ﬂ B(n) (x)zz( )ﬁkai:)k(x)
dus
(2) B(:)(x-t-g) w (B(m(x) + g)h ,

waarbij het blijkbaar de bedoeling is dat in de laataste symbolisch
te interpreteren uitdrukking de gewone binomiale ontwikkeling volgens
het theorema van Newton wordt genomen en daarna voor (B™@))% wo. .
gelezen B(g’ (x).

Uit dit optellingstheorema volgt in het bijzonder

(3) B o0 (8™ x)P,

zodat de co&fficitnten in de (gegeneraliseerde)veeltermen van Bemoul '
worden gevonden als producten van de (gegeneraliseerde)getallen veo~ =
noulli en binomiaalco&fficié&nten.

Verder vindt men uit

(et 1)n tx-rt (et‘Jn tx t(""‘g‘"’) n.4 tx

met (1) de relatie
Bm)(m» - B(m(x.) =h B("‘1)(x)

dus
(4) ABP ) =hB .

Opge2+ Leid hieruit af B, = Byo).
Gebruikt men (3) met n = x = 1 dan vindt men in verband met het re -
Sultaat van opg.2

ga( ) *L"““O
waarmede successievelijk 31,32... kunnen worden bepaald. Hiermee is
met (3) voor n=1 ook de formle voor Bh(x) gevonden,
Ook voor de afgeleide van B(h)(x) is gemakkelijk een resultaat te
vinden. Men heeft nl.
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na h n
a + d t t
g;;O & Eén) () 51 = %% (etq) O

A notx = (n) B+
-o(En) T Zowte e

dus

(5) Dﬂ(ﬁ)(x) = hﬁﬁn% (x) en Dﬁ(g)(x) = A (n*i)(x).

Opge.3. Bewijs dit resultaat ook uit relatie (3).

Opgsed. B(g)(x) - .
Uit het resultaat van opg.4 =n uit .relatie (4) volgt

aB,, (x) = (ne1)x,

&%g) 2%: o = 2%% 2% (%) = Bh*1(N+1)~?Qil .
N=

o h 1 h+1

OpZebe Bewijs

X (n+1) (n+1) \
‘ (x+1)= (a) (x en a gae

g;é Bgn) (t) = g§ﬁ1 h+1Bh+1

- (2) () -5{") (a)
Z B(gmat - -~Bh“h+.1 A |
Opge6. Bewijs A"B(g)(x) = h(h~1)ee. (h-n+1) x B0
Wij bewijzen nu de relatie
(6) 5(8) (nex) = ()P 2P ().
Men heeft o B(n)( ) o
Ch Pt P (nex)t (=t x(~t)
zzé =T v ( et-1> ¢ *( . ~1) ¢

I il
T w0 ul '

waarvit de gewenste relatie direct volgt.
In het bijzonder heeft men

= . gpln) _ qnln)
Bh(1~X>” - Bh(x) ; B °h (n) = Bzh.
Opg.7. Bewijs 32231 (in) = O.
Differentieert men beide leden van (1) naar t dan krijgt men
é%t B(r‘")(ar:)t:h”1 n

h % tx tx n-1/__1 et
i e () T e ()T (A E)

e =1 e ~1 -1




xt™ tx n e tx n tn+1 tx tx, 3t n
= = e e ™ - — g% o nee ()T =
(et_1)n t (etu1>n b (et_1YH4 ot

1
.= e WG (GO N iR O LI I
= i T T TR T TR hl - h! )
Dus

57 (0= (o)) )+ B 3P () - B 3 ()

waaruit tenslotte volgt

(7) B£n+1>(x) = 7(1— m%;) B(g)(x) + h(~§~1) Bﬁ?%(x).
Opg.8.Bewijs: B(§+1)(1) = (1—~%@) Bgn)

Hiermede zijn de veeltermen Bé?)(x) te Vlnden uit de veeltermen met
lagere bovenindex. Men heeft Bh )(X) = x « Nadat, zoals hierboven wercC
aangegeven, de veeltermen Bh(x) eenmaal bepaald zijn, kan men uit (7) de

veeltermen Bﬁl)(x) voor iedere natuurlijke n vinden. Met behul ger
n;

veelterm in X schrijven en omgekeerd & als compositum van x, X(Z%

Uit (7) volgt nl. voor h = n
Bén+1)(x) = (x-n) B(n)(x)

gegeneraliseerde veeltermen van Bernoulli kunnen wij opnieuw X als

dus
B (2) = (x-n) (x=ne1)eee (x=1)B{1(x) =
= (X-1)(n)-

Dus
hx(n)zDth?+1)(x+1)= n(h) (n+1)(x+1)

en met gebruik der formule van Ilac Laurin en het resultaat uit opgave

h

x(n) = ?O "X"’f’““ (th(n))x= = Z "“““'T"" nh):B(nH)“) =
n h n
i ) —1
- gzé £ (ﬁ—h)' n- B;Eh = %E% -1y B(n) .

Om omgekeerd x? uit te drukken in symbolische machten van x gaa»
wij uit van de formule

h
tx) = L —r (8 a(8)e0),

geldig voor veeltermen van een graad = h. Hoewel wij deze later
uitvoeriger zullen beschouwen geven wij nu hier een korte afleiding.
Wij weten dat zo'n veelterm f(x) te schrijven is in de gedaante
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h a (8
£(x)= ngb “5?'* x
en vinden dan wvoor J = O,es.,h

ad £f(x) = i “2‘?“ 8(8*1)0-'(5“5*1)3(3“3)9
B

h a
-Z whr =t

8,
J
waaruit de gewenste hulpformuile volgt.
Vervolgens heeft men dan

h
B2 B0 (x)= g (8 A(8) 500 -
B=

h
Al <(8) (_g)

8=0 8

duy X, £(0) =

X

1

il

waarmede de gezochte voorstelling van x5 is gevonden.,
Wij zien dus ( ) (n) ( ) ( )
h h ; h - ~k
()Bh XT
Om nog een verder later te gebruiken resultaat af te leiden gaan
wij uit van de formule

iy =1 TESINHES I = 82 o(het) oy,
(9)  (1+%) ;.Z_L__“O hZ:%WBh (x)

Differentieert men dit resultaat n keer naar x, dan vindt men

o0

oh
(1+8)% 1 20g%(1+1) = g:o e h(h-1)..,(h~n+1)3hh” (x)

paet

o0
th—m

= L A

- (h;F+1) (x).
h=0

Neemt men x=1 dan verkrijgt men, alweer (8) gebruikende,

(10) ( ngL-_1~> “”T“ B(h+n+1) (1)= zi: £ plhm)

hpO h Rt h+n ]

Opg+9. Bewijs deze formule voor n=1 rechtstreeks.
Integreert men de beide leden van (9) van x naar x+1 dan vindt me:

1)y 5 8P 1 n+1) n+1)
10?2%1:) Z BT Thed ((1& (x+1) - Bhﬁ m)

h:O o
—~ % _(n
Z 33 ().
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dus nan x integreren verkrijgt men

(1) Aot S5 gt B phnet) (),

log™(1+t) h= O h

en in het bijzonder
(o]

N v
: -? = = 7 u h B(h£n+1)
{1+t)log (1+%) h=0

Het geval n=1 levert ons de voortbrengende functie der getallen Bﬁh)
Q h

' t (n)
(1+t)l§g(1+t) = %Eé ht By

Voor x=1 levert (11) in verband met (8)

& © .h * .h
4 » N 7 (h-n+1), 4y _ 4 n {hn
<iag(1+t)) = L = BT ()= gzg hl n—h}%

h=0

zodat (10) ook voor negatieve gehele n juist blijkt.
Wij geven tenslotte nog enige formules die gemakkelijk uit het voor-
g?a§do zijn af te leiden
1 2

B\O-z 1 B(n)_ - n° Bén> = ﬁyn(3n~1); B(n) ~7y n“(n-1)3
B< ):w1 n (15n -30n +5n+2) B(n)_ - wln? (n~1)(3n -Tn-2)

4 "40 : 96

p(n

(

6)_ 4032 n (63n5~315n +315n +91n2~42n~16)
B\1>_ Lk B(2>_ *.,._5..,._ o B(3> 4 Do B(4) ._._2.5 3(5) _,5_4:.7_5. °

= iy 1 - 23 2 - 6 9 ] 30 15 7+
f’m- 19087 . p(7)_ _ 36799, 3(81 19700 (9) 2082753
o 7 /A 90 20§
p(10)_ 134211265
10 7 132 :
By(%) = 15 By(x) = x~3; By(x) = XXt w%w 3 By(x) = x(x-1)(x~%);
B, (x) = xf2adex®e =l Bolx) =x(x-1) (x-B)eloxm =)

ST Y- S N S DU =y I

il

B6(x)

In verbgnd met enige later te gebruiken resultaten besteden wij

v.og wat extre aandacht aan de veeltermen Bh(x). Uit (1) volgt gemskke 1idik
h
t

" > By 5 e +1
{ ] 2 \) ”w—éiu + Z:O - '];i f o —?ft .t °
p=0 &

e -1

Daar het rechterlid een even functie van t is, geldt dus

L 13) B, = ~% ; B =0 (k= 1,25004) »

2 k+1

Verder vinden wij door t = 2iu te stellen
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(’4) cot W = kZmO (éﬁ)! 1 »

Opgs 10. Bewijs hieruit

tg u

i
'™
(@]

s
i
P
AN
S
1=
(AN
"o
E{}
i
P N
Qﬁ:’
jig
i
P

Uit het resultaat

2 o0 o0 0 2n
mz cot mz = 1+ 22 Z -—QJ-—Q-:: 1-2 Z: Z: &"g"‘"
h=1 z°-h h=1 n=1 n°"
volgt dan 0 n~1 2n
e h?n 2(2n)l !

waarult onder meer blijlkt dat (~)n B2n<<0 is woor n=1,25e00
Uit formule (6) volgt

B (1-x) = (=B B, (x) .

Bijgevolg bezit voor k=1,2,... de functie ng(x)nBZK nulpunten in

x=0 en x=1 terwijl voorts geldt B, . (%)= 0 en sz*1(1) = =By, q = O
De functie B2k+1(x) heeft dus de nulpunten O, # en 1 en de functie
BEK(X)--}BQk de mulpunten O en 1. We laten zien dat dit hun enige nulvuvn-.
ten zijn in het segment (0,1). Stel de bewering is bewezen voor zeke-
re k. Had nu sz+2(x)—B2k nog een nulpunt # 4 in (0,1) dan had de af-
geleide dezer functie, dat is (2k+2) B2k+1(x) volgens het theorema var
Rolle nog een nulpunt in één der intervallen (0,%4) of (#,1) in stri<’
met de inductieond rstelling. Had voorts 32k+3(x) nog een van 0, % e.
1 verschillend nulpunt (0,1) dus in (0,%), dan had de eerste afgeleide
(2k+3) B2k+2(x) er anlweer volgens het theorema van Rolle, tenmninste
twee in (0, 3) en de tweede afgeleide (2k+3) (2k+2) Boy. 4 (x) er ten

minste &én in (0,%) in strijd met de inductieonderstelling.

§ 5. De somuatieformle van Fuler Mac Laurin.

In het vervolg zal het voor ons nodig zijn om uitdrukkingen van
de gedaante

N
F(N) = 2: f(n) en G(N) = ~[ £(x)dx

met elkaar te vurgeli3knn en hun verschil ult te drukken in £(N),fY{V),
£*"(N),+s. Symbolisch geschreven heeft men f=aF=D&, dwz. wij trach-~»
F= £ f= —g—f uit te drukken in ¢ = —- £,£,Df,D%F, «0s

e —

Wij zoeken dus een relatie van het type

1 o0
;sz.zz Z anP *

==



DE 22

B
Kennelijk voldoen hieraan de getallen e, = “Tﬁf%Ty s 2odat wij dus

pogen F(N) te schrijven in de gedaante
N BZ
T - W
Jgf(x)dx + B1f(h) + =t £ (N) + ooe

Uit deze heuristische methode blijkt nog niets aangaande convergentie
van de hier neergeschreven oneindige reeks. Om hierover- d.w.z. over
de resttemm die ontstaat als men die reeks ergens afbreekt- meer te
weten te komen, zetten wij de berekening iets anders op.

Vij gaan uit van de integraal

I = éﬂ Bh(X) #(1) (x) ax,

welke bij parti¥le integratie met gebruik making van de formules (5),
(6) en (13) uit de vorige ?ara%raaf overgaat in de gedaante
Bh(x)f h l

-1 =

(h=~1)
- Bh -*A-»‘Q‘-g-ww»—(-@' voor even h

i

F(£(0)+£(1) ) in het geval h =1

=0 als h oneven en # 1 is.
Bijgevolg heeft men
! 1 By, B
off(x)dx = I = HE(0)+£(1) ) = —F a2'(0)- o~ a£"r (0)
%)

Bon (2m-1) 1 Bop (x) (2m)
B EE a T (0)+ .({ u) T f (x)dx.
en na verschuiving
n+1 B 'I t
/T f(x)ax = Heln)ez(nen) - “‘T" af'(n)-—t az'(@-.
n
B o %= [x] f(zm)(x)
- (§§51 22021 (). J/ (ZETT ax .

n

Na sommatie over n vindt men dan voor gehele a en b met a < d

b b n B 0
2 k~1) (2k-1),.
f(x)dx = £(h)- £ b)~-f (a))
[ #(x) 2w 7o @ a
2
@ b B (x- [x] )i‘zm)(x
v

a

Hierin betekent het teken Z.' dat men inde som de eerste en laatsate
term slechts half te rekenen heeft.
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Ook voor niet gehele a en b is een analoog resultaat te vinden,
zoals blijkt uit de volgende

Opge1. Bewijs voor b = a+Nh (N geheel, positief)

b N m B , )
: ' ‘ =i A 2k~1 ol 21
*%’; { f(x)dx = g; f(a+nh)- é mﬁ%«{"k 1{f(k Y )=l )(a)}
(3) * Ry o
waarin b
o LQ~{% .FW)
Rop = hzma] . (T(am)!}) = o

Wij merken nog op dat men in (1)d00r nog eenmasl partiel te
integreren de lastste integraal ook mag vervangen door

j; 2m+1(x)f(2m+1)(x)
- (Cmy 1)1

Een analoge wijziging kan hierdoor nog in de formules (2) en (3)wor-
den aangebracht.

In het bovenstaande is inderdaad een verband van het gewenste
type gelegd tussen som en integraal.

Wij passen het gevondene eens toe op de functie f(x) = ¥ voor
r >0 Neemt men in (1) het getal m zodat 2m g r < 2m+2 dan krijgt men

B B B
1. 2 4 (3) 2m (2m-1) . (2m) &
r+1 - % haad 2! e 4. 1" bR SN (Tm}! I'
Opg.2. Gan na hoe dit resultaat luidt voor r = O.

Is r = 2m, de. is de laatste integraal nul, want zij is dan te schrij-
ven in de gedaante

1
/ B2m(x) dx = 2 1(1) -B 1(0) _ .
) m)! - (2m+ 1)t - '
is r = 2m+1 dan gaat zi] na partiéle integratie over in
1
~(r-zm) Bome1(E)ax  Bop, p(1)-Bop,p(0)
(Pm+1) 1! = (2m+2)! -
Voor willekeurige Sehele r vinden wij derhalve
(] [§]

?%T = % - EZ: T?Eﬂ' (2k 1)_ 3 Zil(fk) ugT

kat

Opg.3- Ga na dat dit resultaat vroeger al eerder werd gevonden.
Opg.4. Pas formule (1) toe op de functie £(x) = B (x)

Met behulp van de middelwaardestelling uit de integraalrekening kan
men de integraal in het rechterlid van (1) nog anders schrijven.
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Men heeft n.l., (door de formulc (1) met m+1 inplaats van m te nemen)

RQm & - % Af(2m+1)(0)*j %ﬁ f{ma)(x)m

1
m/ (x)-—:a%___ I(zmz)(x)dx
0
Nu weten wij uit het in de vorige paragraaf behandelde dat de teller
Bomio(X)=B, ., tekenvast is in het interval (0,1). Volgens de eers-
ste middelwaardestelling uit de integraalrekening bestaat er dan ecn
getal ¥ met O < ~ < 1, zodanig dat

1
B (x)-B

B (1)-B (0) B
_ f(2m+2)(&y)‘ me3(2m+3??+3 Zﬁzz :

2m+ 2 (2m+2)
" f (%).

B

3

Wij winden dan
1

. B, .,
(4) oft(x)dx 3(2(0)+2(1))= Z-(%}:Trafcgk””(o}-(ﬁ‘%%zf(?m*”w

kat

waarbij & een geschikt gekozen getal tussen O en 1 aangeeft.
Hieruit vindt men onmidﬁellijk
N
[f=)ax 7' 2(a) - Z By (2421 )-2(26-D o))

n=0
BZm*Q %f (2m+2)

- TmaT A T (S0,
waarin 4Ln een geschikt gekozen getal voorstelt in het interval
(n,n+1)e Omdat de functie £02™2)(x) continu is in (O,N) bezit zij
er een minimum A en een maximum B. De laatste som ligt dus tussen NA
en NB. Er is alweer volgens de continuiteit wvan Nf(2m+2)(x) een punt
E in (O 1) te vinden zodanig dat diec som juist gelijk is aan
nel Em"? (8). Ve vinden dus

(5)/1’(::)&1—2: £(n)- g: Box (f2k-1)(N) f(zk-ﬂ(o))_ 2m+2 f(2m+2)(g)’

waarbij E een geschikt gekozen punt voorstelt van het interwval
(0,N). Tenslotte kunnen wij nu voor a < b en b-a=Nh nog de som

f(x)dx op een analoge wijze schrijven. Stelt men x = a+uh en
(x) = g(u% dan vindtﬂmen
1 frme = [ el 7 st)- 7 B (Mgl o))
‘a 0

N

_ 32312 (2mﬁ2)(k ),
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waarin A een passend gekozen getal is tussen O en N. Dus geldt
b 2k 1

(6) f(x)dxu,Zi £(a+nh)- Z; "%?ETT“" (f(Qkﬁ1)(b) f(zk"1)(a))

2m+3
a 2m+zih f( 2m+2)( § )

waarin € een passend gekozen getal aangeeft tussen a en b.
Toepassing: f£(x) = x °. Men vindt uit (2) met a = 1 en b = N

1m N
A
f_ B, g(s+1)..js+2k-2) (1

1
- Ns+§k—*¥) *+

1 Bzm(x—[x])s(a+1)...(s+2m—1)
-+ 1 ]
Zn+2 ! ) (2m) ! £5+em

In het bijzonder vindt men voor N — co (aannemende dat s > 1 is)

™ m B (X—m)
1 _ ~-8_ 2k ; 8«2k~2 s+2m~1 j 2m

= LTt g o CETD ('R *
Opg«5. Ga het geval 8 = 1 apart na.
Opg.6+« Bereken met het bovenstaande de son ‘ 15 in 3 deecimalen

N=
nauwkeurig door in formule (2) voor f(x) = 35 te nemen a=2, b= oo
x
en m = 2.
Wij nemen tenslotte nog f(z) = log I (2+4t). Dan is

1 zZ+ 1

U[log r(z+t)dt = _[log r(t)at.
z

Van de laatste functie is de afgeleide gelijk aan

log M(z+1)=log M(z) = log z
dus is die functie afgezien van een nader te bepalen integratiecon~

stante C gelijk aan 7

f log tdt = 2 log z~z;
1

Deze integratieconstante kan worden bepaald door gebruikmaking van de
verdubbelingsformule der [ -functie

A
M(2u) = r(u) r(ued)2®1 =%
waarna men vindt C = 4 log 2m.
Toepassing van formle (1) geeft ons voor |arg Zls A < %wegens

2k-1
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_y2k-1
\ (2k-2)!

4

het resultaat
z log z-z+# log 2m = § log M(z)+% log I (z+1) +

+ g Bglﬁ 5] Land R [ 2
7 2k(2k-1)z<" ! m

dus
(7) logl@ = (z~k) 1 3 log 2m Bax R
= (2~ o0& z-z+3 log - + R
£ ox(2e-1)giet ™
waarin 1 2m)
o[ Bap(®es r(wa)f®
m (Zm) 7

1 B, (1) <=
) n ” 7 _(mt g,
C{ (Zu)T o {t+2+n)
o0 n+1
2m %0 {1 (t+z)§m '

dus oo
Bl = nl [ S
. "
= % 1%l oj {&u)gjye}m < 217z {t;x ((t+x?§+y2)m
= s Bl T | = e VBl e

1 l 1
= B 1 . ——
2m{ 2m~2 ) 2m cos A iz[gm"1
Voor het geval cos A=0, d.w.z. z>0 vinden wij uit (4) direct

(“)21114'2(2]?“' 1 ) !
)2m+2

B.?m+ 2
o+ =0 (n+x

?

B
_ 2m+2 (2m+2)
L f (&) =
R .
dus (=) <0 en =21 <0, zodat de eerst weggelaten term in de
"R R <O

recks in het rechterlid van (7) met x in plaats van z van de gedaante
AR is, waarbij & een passend gekozen getal is tussen O en 1 gele-

gen. Bijgevolg heeft men
o By
log M(x)=(x~%) log x-x+% log 2w~ ] -- — -
2k(2k-1)ng !

ka1

Bome2
?
(2m+2) (2m+1)x2 0+
(vergsde cursus functietheorie Eindhoven 1953/54, blz.108-111).

-9

Wij vinden dus in het bijzonder
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A-B
log n! = (n+d) log (nm+1)-n=-1+3 log 2w - -—g%—-
dus
1im o (Stirling)
=+ JBe™M V2w
en .&1

nl = n%e®V2rn e 2n R
waarin ook :@—1 een geschikt gekozen getal tussen 0 en 1 aangeeft.

In verband met verdere toepassingen geven wij een nog iets "ver-
schoven® formule van PFuler-MacLaurin. Daarbij beschouwen we de inte—

graal 1
I = [ P S-8) F R ae
k!

waarbij 0 <S8 < 1 en P (u)= B (u) voor 0<u<1 en P,(u)=R,(v) als
w= v (mod 1), De functie P (u) is dan continu aan te wullen voor ge-
hele u behalve in het geval k = 1. Dan heeft men nl.

lim P(x)= lim Py o)+t
x4 x}$0
Kennelijk geldt weer DB (u)= k7P _, (u) voor k= 2,3,¢es en dit resultaat
geldt ook voor k= 1 mits u niet geheel is.

Wij vonden nu na parti¥le integratie voor k= 2,3,¢es

4
szw f “‘")(t)t + MFU‘ Vtydt = B () at*0) + 3
K! o (k_1)° K k.12

terwijl het gevel k = 1 ons leert dat

Bt 1

|
Jy= ! PUS-8) Fi(tat - Lim { . l 3
£
e 1 St %
lim {P,(r&.t)?(t)l‘ + PO DFD]| f pa(&t)f(t)dtthfa P Dt | -

+& 0

L

il

1
l»:‘m F@e)P o) SRl + P,(&)Akon! fetyat =
€40

]

t
_E® + P a o) +/ f()at.

[«]

Bij gevolg heeft men

k=t

k.)
(8) f®)= r(t)dt ¥ Z Bk‘&““:( ' ! P w’— £ wdt .

Voor <% — O vindt men hieruit het eerder gevonden resultaat

% bis] ') i
(9) F©@)= /%mdt + 7 Beat®™o _ / Pnlt) £ yat.
2 kat k! A m!
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§ 6+ Sommen.

De differemtievergeli jking
(1) 4 u(x) = f(x),

bezit, zoals bekend is, oneindig veel oplossingen, welke uit een
particuliere oplossing uO(X) ontstaan door hierbij een willekeurige
veriodieke functie met periode h op te tellen. Al deze oplossingen
behoeven ,functietheoretisch gesproken, niet van eenzelfde type te
zijne In het geval dat £(x) een polynoom is,; is er onder alle oplos-
singen van de differentievergelijking juist één, afgezien van een
additieve constante, die zelf weer een polynoom is, alle overige op-
lossingen zijn transcendente functies (immers het verschil van twee
oplossingen 1is periodiek en is dus geen polynoom, tenzij het constant
is)e Men kan zich de vraag stellen of er een procédé aan te geven is,
dat ons Jjuist de polynoomoplossing der vergelijking oplevert.

Van dat eventuele provédé verwachten wij nog meer. Het is duidclil:
dat men een oplossing uo(x) van de vergelijking willekeurig kan voor-
schrijven voor alle x die voldoen aan X & X<X, + he Dan 1s door de
vergelijking die oplossing bepaald voor alle re&le xX. Het is nu echte
gcenszins gezegd, dat die oplossing in de punten Xo+ nh (n gchecl)
continu is, ook niet als ze continu is in X 2 X < X+ he Uiteraard
vraagt men zich af of die functie uo(x) z0 gekozen kan worden dat de
functie in alle punten x_ + nh (n geheel) continu is, of zelfs bv.
differentieerbaar of analytisch is. Graag zagen wij dat het gewenste
procddé ons automatisch zulke oplossingen gaf en niet die met (de)
discontinuilteiten.

Norlund heeft ons inderdaad een dergelijk procédé gegeven, waarmce
men oplossingen vindt die zich functietheoretisch gesproken onder-~
scheiden van de andere; de oplessingen die men ermee vindt noemen wij
hoofdoplossingene

Om dit procédé uitecen te zetten gaan wij uit van de oorspronkelijke
vergelijking, welke wij schrijven in de gedaante

(ER -1 ) u(x) = f(x);

de oplossing schrijven wij dan in de gedaante

u(x) = EhT £(x),

—

hietgeen men soms als volgt kan herleiden

O o)

u(x) = = ghh f(x) = - 2 f(x+nh) .
n=0 n=0



Het kan echter zeer goed geschieden dat deze reeks niet conver-
geert, zodat dan dit procédé niet werkt. Nu kan menulteraard aan onsze
u(x) nog een integratieconstante toevoegen. Kiest men hiervoor

n1 ‘/’f(t)&t, dan vindt men de oplossing

(=

u(x)= h J{ f(t)dt - zi f(x+nh).
n=0
Het is niet ondenkbaar dat noch de integraal, noch de som conver-

geert, maar wel de uitdrukking
N

1 N
;L’ig{hq / £(t)dt - ZO f(x+nh)},
=
c

waarbi] N1 een geschikt geckozen functie van N is die met N naar on-
cindig gaat. In dit geval hedbben wij dan al lets gewonnen. Dit
treedt bv. op in het geval £(x) = x' Dan hecft men nl. (bij geschikt.
gekozen & tussen O en 1) met N = N, -1

n+1
1

/ f(t)dt - f(x+nh) = h-.7 10&(1 + %) - m
n

1 S 1 X S

1
nh 2n2h x+nh ~ nh(x+nh} T , @ (;?) !

dus de gezochte limiet bestaat inderdaad.
Opg . Ga het geval f(x)=K(K constant) na, Men vindt als limiet §:E -

Er zijn cchter gemakkelijk gevallen aan te geven, waarin ook nu
nog gecn (convergente) oplossing u(x) wordt gevonden, bve. in het
geval f£(x) = x. Weliswaar kennen wi? dan op grond van het vroeger
sevondence de algemcne oplossing 4 x 23h) +w(x), waarbij w(x) ecn
willeckeurige functie is met periode h, maar het bovenstaande proc’dé
levert ons gecen convergoente uitdrukling voor de hoofdoplossing
+ x(x=h) ope Na echter nog cen kleine wijziging in bovenstaand pro-
cédé van N8rlund te hebben aangebracht, verkrijgen wij wél een br |-
barc methode om de hoofdoplossing voor dit (en een ruime klassc van
andere) geval(len) af te lciden.

"/ij voeren hicrtoe een functie f(x,\) in die de eigenschap hecft
dat uniform in x geldt

(2) lim f(x,A) = f(x)
A0
en bchandelen de differentievergelijking

av(x) = £(x,A\)

volgens het zoeven gegeven procédé. Daarna nemen wij de limiet van
de hierbij verkregen oplossing v(x) voor A — O; als deze limiet
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bestaat, voldoet deze kennelijk aan de oorspronkelijke differenticver-
gelijking (1)« In formmle, wij bepalen

o0 o0
u(x)=. lim { ¢ ‘/ £(t,A)at = 2. £(x+nh,A)be
. O ° & n::o

In asansluiting aan de intcgraalrekening schrijven wij hiervoor ook
wel

X
u(x) = S £(t) A t.
/ h

Voorbecld. Beschouw dc differcntievergelijking

%‘u(x) = X .
Wij hebben dan, indicen men f(x,N) = XOwa stelt,
o0 [+ o]
u(x) = lim % j/ te~May - Zf: (x+nh)e“k(x+nh)
A= 0 n:O
¢
-AX - N
-TA t 1 xX-hje !
= lim [+ ¢ N (- *)i-—*("——l-r—h.«mmﬂf:x
x»o{xl TN ! 1™ (1-c"My )

ol
x 2
=% h By(3) - fﬁ .
X _x
dﬂ:‘.@.‘ Bewijs S e“tA t = C‘EC _ Q S
c h 1-e

Thans gaan wij bewijzen dat de som S;f(t) A t bestaat voor furo-
h
c

ties f£(x), waarvoor ecn natuurlijk getal m te vinden is zodanig dat
goldts
I. Voor x & c bestaat D" £(x) en is continu;
ITI. de som 7_ D™ £(x+nh)
r=0
convergeert uniform in het interval c=x S c+he
Uit II volgt onmiddellijk dat

III. 1im D® f£(x)= O.
X = OO



Hieruit laat zich voor ieder geheel getal k met Os ks m concluderen

dat .
v, 1im T f£(x

W e O X

= O,

Imncrs voor k = 0 i8 de bewerang juist. Laat zij juist zijn voor
zokere k 2 0 en < m. Dan bestaat er bij gegeven positieve & cen g tal
x_ zodanig dat

o
z 23;§§L3J1 < %- als x & X

Bij gevolg heeft men voor x > X,
x

le—k-'} f(x) m-—k-—1 :f(x )! / Dm-—k f(u)du < % (xk-b"_x};*}-")

x_ k1
5 (1 =(52) D<e

-

xk+1

12’3:3‘:%(..)_; P )

als x voldocnde groot wordt gekozen.

Verder merken wij op dat II ook Jjuist is voor csx=sb, waarbi]
b een willeckeurig getal >c¢ voorstelt. Immers is [Eﬁg] = 8, dus
X = sh + ymet ¢e& y<c + h, dan geldt

j% D™ f(x+nh) = 7 ° f(y+(s+n)h)
n=0 r=0

et s=1 .
= 72 " f(ywmh) - 2_ D" £(y+nh)
n:O n:o

waarbij dc¢ eerstc som op grond van Il en van ¢ & y < ¢ + h unifori
convergeert en de tweede cindige som die uniforme convergentie nict
Kan verstoren.

Tenslotte leiden wij nog uit II met b+h in plaats van c+h af dol
de integraal

o0
V. j’ Pm(—t) f(m) (x+ht)dt gelijkmatig bestaat voor csx=b.
0

Immers mcen heeft

n+p n+p-1 s+1 |
/ P (-t) £ (xnt)at = 3 f P (-t) £00) (xint) av
8=n
n
1 n+p—}
n+p=-1
= f / P (-t) ¢(m) (x+hs+ht)dt = /P (=t) f(m{mmfﬁ”
8= 0 n n

en als n voldoende groot is, is voor iedere p > 1 de laatste som
willekcurig klein, zodat dit op grond van de begremsdhcid van Pm(~t)
ook het geval is met de laatste integraal, dus met de oorspronkclijke
integraale.
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Als ecen voorbeeld van functies waarvoor de voorwaarden I en II
vervuld zijn noemen wij de verzameling der funoties f£(x) waarvoor
de n® afgclecide bestaat en voldoct aan

1im x 1€ 2™ gys 0
X ~» OO

QQ%’,‘;‘ B@Wij 8 di‘t »
Thans gaan wij de somuaticformule (8) van Fuler-Maolaurin uit de
vorigc paragraaph gcbruiken om aan te toncen dat bij de keusze

f(x,\) = f(x)e” Ax

voor een functie £(x), die aan I en II voldoet, de uitdrukking

X

Sf(t) % t

c
bestaate Tevens vinden wij dan nog cen andere voorstelling voor di.
uitdrukking.

Wij passen dic formule woor x z ¢ toc met f£(x+hs+ht)e

in plaats van f£(t); hicrbij stclt s con gcheel getal &0 voor. Door
differentiaties naar t om te zetten in differcntiaties naar x,

welke wij hier verder met D zullen aanduiden, vinden wij
1

(3) f(x+h&+hs)e“k(X+h8*hs): j-f(x+hs+ht)e_x(x+hs+ht)dt +
0

~A{x+hs+ht)

m k-1 . m
+ éz% ﬁﬁT““ Bk(&d & pk-1 {f(x+hs)c~k(£+h8?}~ %T I

waarin 1
L, = ./ Pmﬁi-t)Dm {f(x+hs+ht)e“x(x+hs+ht)} dt.
0

De hierbij optredende intcegralen bestaan omdat f£(x) voor x z ¢ vol-
gens I zeker m keer continu differenticerbaar is.
De ecrste integraal in het rechterlid van (3) is te schrijven in

de gedaante
x+h(g+1)

% J[ flu) e~ du,
x+hs

terwijl a1

I, = / P ($~t) ]j"‘l{f(xmt)e“"(“ht)} at
a

Neemt men nu in (3) achterccenvolgens 8 = 0,1,44.,n-1 én telt men
de zo verkregen resultaten op, dan vindt men
x+ hn

.4
= ] fluye ™au - T fxahSrhge HHhs)
$=0
A

x..s*"%.? Ump
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waarin

o ke
S= :Z; ..2.‘ " B, () D& {$(x+ nh_h)e-Mx+nh-h) @{x)e""‘“}

L4}
’Jm::f P, (3.t) D"‘{umht)e*’*’“m’)}dﬁ.
L]
Gaat men hierin over tot de limiet n -—+o00 dan vindt men allerecrst
m ji
. h Y - AX
lim S = - 7 =% B (&) D £f(x) e ‘
N ~»o0 k=1 W k { } ’

want op grond van IV heeft men

k.1
. K-t -Alx+nn.h) . k-t i ~Axenhoh) pkaj
lim D {J;(mnh.,me }, lim ijj( T )n'e D" f(x+nh_h)

ket , L
= im Z_ (kd)(_?\)Je’x(x"'nh’h)(xfm_h)l Dk“j-F(x-rnh-h) =0
nseo jeo ° J (x+nh-h)!

Voorts vindt men

n -»od

lim J_ = ij(-Sv-t) Dm{f(x+ht) e_}”(x+ht)} dt,
0

omdat
n+p
[ P_(8.t) Dm{¥(x+ht) e ANxrhE) } di
n

p-1
-2 | P(st) D"“{c(m—hnmtms)e"‘@‘*h”*ht*h”)}di:
$=O

p-1 1{ m . .
=7 /Pm(»&-h);o(T)(-m)’e')‘(x*"h"*ht*h”)D"‘“ £ (xrhn+ht+hs)at
S=0 o 3=

¢n op grond alweer van IV is deze dubbelsom voor voldoende grote n
en elke positieve p willckeurig klein.
Vij vinden derhalve
x+h-Q x mo
fa,)at= 4 -At h=-t K. A%
(4) § (t,Mat h[’?(t)e d't+g=:1"ﬁ Bi($)D*'[fae }+

e o]
m _Alx+ht
+};‘;€ Of Pm(Sv,t)Dm{F(x+ht)e o )}di:,

7ij hcbben thans nog "slechts™ na tc gaan of het rechterlid (dus
dan ook hct linkerlid) voor A — O ecn limiet bezit. Het is zondur
mecr duidelijk dat op grond van I de ecrste integraal en som in hot
rcchterlid tot limiet bezitten

¥ O k-1
/f(‘h)dt respe k?:‘l =T Bk(o&») D £(x),

c
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zodat we ons onderzock kunnen voltooien door de limiet voor A - O

van d¢ laatste integraal tc onderzoeken. Deze schrijven wij daartoc
in de gedaante

m
Z (D (=03 4,00 SAF
3=0
waarin
o0
A4(A)= [ Bye-v) B D) pexint).at.
0
Het slotonderzock verloopt nu verschillend voor j > O en J =

Nemen wij ecrst de gevallen A > O.
Wij stellen nu

v () = / P (9-t)c™™ a4t (wz 0, A > 0).

Dan geldt kennelijk +« (c0) = O. Verder geldt

0 arne

N -aht - ARfuaen)
V()= réo i i P .(St)e “at - n%g j P (ﬂ.t-u.) =
-A.hu

_ / B (Ston) et

—kh

i

I'I’H'1

P { Py (Htow) Juht‘

'
~Aht
P (dtu)e d:i:} -
1-2"2\}1 mt / md ( )

[e}

- 1
@ -?\h\:
e {Pmﬂ(&.u.) -2 Q-,w. { Pt (Stow) e Mat ]

i

Inerzijds volgt hieruit

hm Yr(w)y=2_ 1 P (S=u) - / +1(&“t u)di:} Pt (&.u)'

m+i

Anderzijde heeft men

walu) = “ﬁ:?*m (Pipq B=u) = == aalu)),
met
1 ~ah
(Wl = P e Mg . p e
lq)g l ‘{ " >

waarin P de bovengrens is van dc begrersde functie }Pm+1G}~u)i,
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Dus

(5) ()] < € o™BY,

waarin C een constante voorstelt, die onafhankelijk is van u en A .

Nu geldt .

a(N)==f w(e) D7 g(xent)at
0

o o0
= - ¥(t) p-d f(x+ht) } + h ['%\(t) D=3+ e ) ¢
Y Q

Wegens (5) en IV geldt lim ~p(t) po-d £(x+ht)= O¢ Dus

t - 00

. + - m . .
(6) A’Ajth) - hﬁﬁng%’:&l D™ o + h! My (£) D™ £(xeht) dt.

Volgens IV bestaat er een getal v = v(e), zodanig dat voor t & v goidt

| =3+ f(x+ht)] = &]x+ht§j'1, dus als ook nog volgt v>-—%l- ’

oo . -
1 f M) DT ‘c(x*ht)dtg s Ce / A’e'}\htlm-ht‘[’”‘dt
A W
oSO

< Ce/ Me MM (ahe)at - Qh(j-:)' al-'g,

[=}

Uiteraard geldt in wverband met (5)

v
lim  AY /%(t) DI+ £(x+nt)at =0.
A-» O 3

Dijgevolg leert (6)

1im  Ad A.(A) = O,
A=0 J

Wij beschouwen nu het geval ] = 0, dus de uitdrukking

I(n) = / P_(®-t) oML O £irint)at.

0

stelt men oo

x(u) = / ’Pm(&-’c) Da f(x+ht)dt,
u

(op grond van V bestaat X (u)), dan geldt ¥ (co)= O en verder
o0

I)E - /)\‘(t) e~MT g4
3

i

- x(t)e” ARY f - Ah /x(t) e” At gy
0 0

@0

X (0) = Ah /K(t) e” MY gy,
0

]
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Wegens ¥ (e0) = O ziet men gemakkelijk in dat voor A - 0 de met \ ver-
menigvuldigde laatste integraal tot nul nadert, dus

[
lim  I(A)= X(0) = /:p (®-t) D" £(x+ht)dt
A Q 3 o
en wegens (5)
x+hd
S #(tmt, [ #(tng h"" B (&)D*‘**rcxnm b/ P, (8-¢) D™ f(x+ht)at |

ofwel
xrhd
S fitypt= 21 [ &t)dnz h"“ B DX f6) + T h"’ >>/ P (&.t)z D™ f(xshneht)at .

In het bijzonder geldt dus

c 2 T ket et m /%
(9) SR&)%t . :ﬁ/m:,augt% B, D "RxH%TJ P -t) D™ f(x+ht)dt.
[ [4

"ij hebben de voor de afleiding van (9) overbodige parameter -
meegesleept omdat wij in de volgende paragraaph de formule (7) zullen
gebruiken voor de afleiding van verdere eigenschappene

§ 7. Eigenschappen van sommen.

7ij gaan thans de afgelecide van de som naar haar bovengrens bepa-
len en daartoe kunnen wij het beste formule (8) uit de vorige para-
graaph differentieeren naar & . Wij vinden dan, die afgeleide nemon.-
de voor ~& = O,

% x4 hed
4 C = 1) d fie t)
2 5 fdat L (‘m § OF e
C
4 \r. 1 e
= A - -1
- "HZﬂ R By D feo+ h s [ P () Z D™ £(x+hnt ht)dt

i

. i co
9 4+ 7 bl g DReGo + KT [ Py (1) D™ £ (x4 hn+ht)dt
h ket K (m-1)! -

dus

x X
(1) a@i- g f(t)%t: S f'u).;m% 2(c).
C (]

Deze belangrijke formule leert ons dat de som een differentieerbare
functie is van x. Wij herinneren - uiteraard overbodig ~ aan het
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triviale resultaat %

A Sf(t) At = f(x)
h h
c
Opgels Bewijs voor n= 1,..,0n-1

n X x

L S at=30 00 § ellm)a

dx h h
c ¢

Jet resultaat van opg 1 leert ons in het bijzonder

1 B ) xehn $ o
4 S firat = 167D+ 5 £ %0 at
<

4
dxﬂ‘k

1 ©0
= lhﬁ(m'” (©)+ B, (H) $(m'1)(x)+hf P(®.t) :,&;Dm?(‘x-rhn«e—ht)dt .
v
o

waarblj de laatste integraal geschreven kan worden in de gedaante

{ o0 1 20
(.sut.;)Z D™ f(x+hn+ht)dt .. / 2 D™ f(x+hneht)at.
ned S/ =0
o
Tus
dm §F F(m-” teo m 2 m
ar Wat=T__ 0+ [ 7 DTf(xrnhrht)dt . Z D™ (x+nh)
M Y 2] n J Nnzo nzo
o0 o0
= % +] D™ f(x+ht)dr - Z;oDmf(x-rnh)
n
R o
dus
2 o0
(zy 4% Smmt: L lim D™ - Z D™ f(x+nh),
dx™ h n o w.aeco Nz
<

uits de hier genoemde limiet bestaat. Dit laatste feit volgt uit de
onderstelling II. Immers zij v > w & ce. Stel v = u + ph

N =[g dus p =N +% met Os & < 1, Dan geldt

v utNh et NheSh
D™ LW D™ W)= [ D™Ft)dt = D™ E(b)dt + D™ f(e)dt .
); ‘
u 113 wiNh

De laatste integraal is willekeurig klein als maar.u voldoende groot
wordt gekozen, omdat haar integrand een term is van een convergente
reeks. De eerste is absoluut genomen ten hoogste gelijk aan

wH{n¥ilh

N-1 h o
lZ DmF(t}dt‘i f ]Z D™ f(usnhet)|dt
=0 nwo

wrnh °



en dus op grond van II ook willekeurig klein als alweer u maar vol-
doende groot wordt genomen. Bijgevolg bestaat lim Dm"1 £(u).

e W e GO
Uit (2) volgt nog dat de m~ afgeleide der som
x
S f (t) & t
2 h

VOOr X -»00 naar een eindige limiet gaat (in casu % lim fcm"1)(u)).
W =00
De som is de enige oplossing van onze differentievergelijking, want

clke andere verschilt hierin van een periodieke functie met periode
h en de m® afgeleide van dit verschil heeft slechts dan een eindige
limiet in het oneindige als het verachi% een constante is. Het feit

¢at de limiet voor x -¢0 van de son § f(t) A t Yvestaat is dus,
h
afgezien van een additieve constante, karakteriserend voor de som

als oplossing van onze differentievergelijking.
Uit formule (8) van § 6 volgt nog

X
SS f(t) ﬁ; t = Qm(x) + Rm(x)
C
met
T R k- -1
) =
en 1
10 b .
ry(e) = Br [ p(-0) Zo D? £(x + hn + ht)dt,
0 n=

dus als x voldoende groot wordt gekozen, is lRm(x)} op grond van
voorwaarde II uit § 6 willekeurig klein te maken. Bijgevolg geldt
asymptotisch ten aanzien van x

X
S f(t) Ao t wn Q,m(t).
g h

Toepassingen. 1°s £(x) = x*. Voor m = r+1 is voldaan san I en II.
llen heeft dan Rm(x) = 0, dus

X

_ 1 r+1 _ T+
Sf(t)it-m(x c ) o+
c

N el k-1 3 ri LTk

= 3 k* {r—k+1)1}
r+1 r+1

_ c 1 r+1 r-k+1 k-1
Y e B Y E D) kZ___O(k)ka h
- Cr+1

+_h° x )
\ R(T+1) T+ By ( r
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s £(x) = d +« Kennelijk kan men hier nemen m = 1. Dan vindt men wvoov

b o
X
1
t
c

grote x

log x - log ©
R - = -

t e

= D

Het is interessant om op te merken dat de  -functie juist de
hoofdoplossing is van de differentievergelijking au :% . Immers
men heeft

o
N
telim (L2 2+ ] dt) . -
S % & N-l-.:noo nel Xy ) }};mao mo x—rn ]ﬂg N)
7

:....._.hm Z.(‘

00 it J!.*ﬂ

.,lc.m ( logN)m ’)’.......Z.Q(;E}:.n.,iﬁ):xp(m)

mxﬂ

""ij wvinden en passant
Y(x) ~ logx-—-éjg .

3% f(x) = log x. Hier neme men m = 2 en vindt dan voor grote x

X

X x.A)-C(logc-‘l) h
§logt%t g - ,ilogx-&-m.

In het bijzonder

S log t &ate(x - 3) logx+?}£ .

Anderzijds heeft men wegens (1)
X x

'(%E S log t.at = S

1 1

et

at = y(x) = é% log (x) .

Dus
5 log t. 8ot = log M(x) + ¢,
1

waarult volgt

]

S log te ot = log M(x)+ c=1 .
Kennelijk is dus de [-functie de hoofdoplossing van de differentiec-
vergelijking au(x)= log X.

W7ij wijzen thans op een aantal eigenschappen van sommen, waarvan
een aantal analogie vertoont met de correspondercnde eigenschapr»
van bepaalde integralen.



19, Splitsing van de sommatieweg:
b 4 x b
Sf(t)ntzgf(t)at+%]
h h
c b c
2%, Verschuiving van de somanatieweg
xX+a x
S £(t) a t = S f(tva) A t o
i h
c c-a
X x
39 Skf(t)at:kgf(t)at.
h h
c c
x x
4% £f(t) + g(t)bt a t = E;
O Fot= 3

£(t) at .

X

£(t) A t + S g(t) & t.
h h

o
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Bij gevolg is de operator S een lineaire operator, d.w.z. de s>
van een lineair compositum van sommeerbare functies is gelijk aan

hetzelfde lineaire compositum van de sommen dier functies.

Opge«2« Bewijs bovengenocemde vier eigenschappen.

c
Opge3s Bewijs dat S £(t) ?1 t geenszins nul behoeft te zijn.
¢

-0

5> : Hierboven zagen wij dat

Thans beschouwen wij

x
Ca
h

C

f(ey. %t =

i

b
x;.\l é f(t) g t = £f(x)e

XK 3
SF(uh)%t — §F(t)et
C

x+h %

S fo)at - S*C(t)ﬁ’c
cth c

%+ x L

S F(t)z%t - %f(t)%t +c§h{:(t)%t - gf(t)%t

¢+h c
ceh

x
ﬁxS feyat - 15/ HOE:
C

cth

e+
#(x)-,;; 2[ f)dt.
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Dit resultaat gebruiken wij om een formule over partifle sommati.
af te leiden.

2i] %
£(t) = u(t) S v(s) a s
h
]
Dan is
trh
%f(t) = Wwlt+h) § v(s)ﬁs - uih) 3 V“(S)ﬁs
terh
= {% u(i:)} § v(s)Ahs ¥ u{t)ﬁt{ 5 v(a)ﬁs}
trh
= {awmn} § V(SIS + ule) vt).
Bij gevolg

x X % tth
Su(’c)v(t}%t = (afwat. §{%u(t)} 5 ve)hs . at
‘ : X c+h t
= wO § v(8) %B " .:.1/ w(t) §V(5}%3.dt
t+hc
{%u(t)} § v(s)%s.%t.

—

(UM

De formule neemt een wat overzichtelijker gedaante aan als men stei+

v(t) = § v(s) Ao s. Dan krijgt men du. v(t) wﬁV{t) en
h

% % cth
S WOVE)AL = o Vex) - 5 Vierm {gu} at - & j W) Vo dt.
< <

(formule van parti¥le sommatie).

Toepassinge.
x cth
-t -c -% € g-t-h -C -t
teat=x|(8 - € e At _ 4L t(el . e lat
Q== (% - ) §( " e n / (% %)
-C - -C -X
=x{& . _€ ) e {x_¢&_ 1 ) + "3 - £
(h 1_e-h eh_1 1-e-h
~ i (h+2)e L 1 {(1+c+h) e=" -(+c)e™ }
h h(1-e-h)

X -x.h
- Xe - hﬁ < + (C+1)euc
j.eh (1.e-")

6°: Multiplicatietheorema van de som.

x [ T | x
§¥(t)%t = %2.;6 §~F(t+sh)%nt.

OpZs4. Bewijs deze formule..
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§ 8. Interpolatieformules.
Beschouw een functie f(x), die gedefinieerd is in de punten

X 1Xqgoes o Men definieert de gedeelde verschillen dezer functie
als volgt

f[xoxio‘oxnu‘l] -f[XOX,].. '}%*2}?}1

f[xO] = f(xo); f[xox1....xn] =

*n-1 7 *n
Voor het eerste gedeelde verschil f [XOXTJ vindt men dus
f(x )-f(x,) flxx,] -f[x x,]
; e ! ; voor het tweede ; ix S y ENZe
o 1 1 72

Wij bewijzen thans de formule

ji f(x,)
( 1 ) £ [XO °® .Xn] = P=0 » (X\)_'Xo XXY—Xﬁ ) °e °(X'ﬁ~Xn ) ’

waarbij het uwiteraard de bedoeling is dat in de noemer de factor
X, ~ Xy wordt weggelaten.

Voor n = 0 is de formule triviaal. Onderstelt men haar juist
voor zekere gehele n £ 0, dan vindt men met gebruik van de defini-
tie van gedeelde verschillen
n f(x,)

hil [XO.'.XI'H"}] = Z

$o (X? "Xo)"‘(xv"xn>(xn"x

r -

n+1
- fi £(x,) +
o (mymx e (xmx 0 (x,—x) ) (Fy=x, )
f(Xn> f(xn+1)

+ -~ — — =
(Xn"Xo)°°°(Xn"xn—1>(xn*xn+1) (Xn+1%%%’(xn+1 Xn-—1)(Xn Xpe1!

B SR

Y=o (X?~xo)...(xv—xn+1)

Een andere schrijfwijze voor gedeelde verschillen volgt hieruit
direct door gebruik te maken van de stelling van Vandermonde over
determinanten. llen vindt daarmede gemakkelijk '

f(xo) X2"1.,.XO 1 xg SRRSO
(2) f[XOon.Xn]: ® » 'y _}.51:1 » . ® 2 onc @ L] ) -
f(xn> 1 - .GXn 1 Xn e 0 oXn 1

Hieruit volgt direct dat f[xo°’°xn] een symmetrische functie is vow
de grootheden 9K qgeeesX o
Opg.1. Bereken f[xo..uxn] voor f(x) = ™ in de gevallen m = -1, O,
Tegreosny, N+le

Wij bewijzen thans de interpolatieformule van Newton.
n-1

(3) f(x) = 5;; (k=) oo (m=x, )T (2 X500 ex, ] +R,(x)
waarin
R, (x) = (X~x1)..,(x—xn)f [Xx1...°xn} .
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Bewijs: Voor n = 1 is de formule triviaal. Laat ze juist zijn voor
zekere natuurlijke n. Dan geldt

f(x) = é& (x—x1)¢..(x—x?)f[:x1.,.xv+1] + S(x),
waarin e

.S(x)

il

(x—x1)...(x—xn)f[xx1...xn] - (x—x1)...(x~xn)f[x1,waﬁ;ﬁ+ﬂ

i

(X"'X,l)Oon(X“Xn_'_a])f[XX.}!'OXn+1] = Rn+1(x)'

Toepassing. Als f(x) een veelterm is van de n® graad (waarvoor uiter-
aard geldt f [xx,...x .1 =R  ,(x) = 0) heeft men
f(x) = é; (X-X1)..o(X~Xv)f [X1"'Xv+1]"

Zo kan men b.v. een cubische functie f(x) berekenen uit haar
waarden in 4 gegeven punten.

Voorbeeld: Gevraagd de waarde van een cubische functie f(x)wor x=4
als gegeven is f(0) = 1, £(1) = 2, £(2) = 4, £(3) = 8.

Men wvindt
£{01] = 1; £[12] = 2; £ [23]= 4, dus £[012] = %; £[123]= 1 en
£[0123] = 3 . Bijgevolg is
£(4) = 1+ 4.1+ 12,3 + 24.% = 15,

Wij onderstellen thans dat f(x) n keer differentieerbaar is in
een interval dat XyoXpeve X bevat. We schrijven nu de formule van
Newton in de gedaante

f(x) = Pn—T(X)+Rn(X)’

Wwaarin Pnu1(x) een polynoom in x is van de graad n-1, met "eerste®
co8fficiént f[x1o..xn] » Aangezien uit de voorstelling van Rn(x) ge-
makkelijk volgt dat Rn(X1) = see = Rn(xn) = 0 is, ligt er in het
kleinste interval, dat Xqsre X, bevat, volgens de stelling van Rolle

zelter een punt &,zodanig dat Rén"1)(§ )= 0. Voor dit punt § geldt dus

£(P=V (g )2 (ne)telx ek ]
waarmede een verband is gelegd tussen gedeelde verschillen en afge-
leidens
Onderstellen wij thans dat £(x) in een interval dabt X,X e, X,
bevat n keer differentieerbaar is. Dan bestaat er volgens het zo-
juist gevondene een punt £ in het kleinste interval dat XypXqgeeey Xy
bevat, waarvoor geldt f(n)(g )= n!f[xx1,‘,xn] , zodat de formule

van Newton dan luidt

n-1 ' (n)
£(x)= g; (X~X1)oss(X”Xv>f[X1X2‘°‘XV+1]+ (x—x1)..(x~xnﬁ%;é§).

Toepassing. Bepaal sin 20° met behulp van de bekende formules

sin 18° = £(V5-1), sin 224° = FV2-V2, sin 30° = %.
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Men heeft hier het volgende schema van verschillen en gedeelde ver-

schillen
xo gin JEO
18 0,30902 0,01637
22w 0,38268 0,01564 - 0,00006
39 0,50000

Bijgevolg geldt
sin 20°= 0,30902+2.O,O1637+2.(-2%)(~0,00006)+R3 = O,3420+R3

waarin R, = 2(-2%)(-10).(8in § )"':-50(7%5)3 cos g voor passende
£ tussen 18 en 30. Dus

0.3
0> Ry> = 2227 = 0,00003.
3 1800 ’

Indien wij f(x) voldoende vaak differentieerbaar onderstellen,
kunnen wij, zoals zo&ven bleek, het n® gedeelde verschil in de vornm
van een n® afgeleide schrijven. Hieruit volgt allereerst dat wij
in ons interpolatieschema ook met samengevallen ("confluente®”) pun~
ten x, kunnen werken mits wij de gedeelde verschillen maar goed in-
tegreren. Zo heeft men dan
£1(x,)-f[x,x,]

*7%2

flxx,]= f'(xq), f{x1x1x1}=%f"(x1), f{x1x1x2]m

Opg.2. Toon aan S (x,)-28[x,x ]+%fm(x )
flx,x x,x,]= -= ! L2 2
1*1%2%21= )2 )

(x,=-x
Opge3. Schrijf f£]x,x,x,X,X,] als iuotiént van twee determinanten,
analoog aan (2).

In het geval dat X4=Xp=e o0 =X, wordt genomen levert Newtons for-
male ons de reeks van Taylor op.

Een belangrijke toepassing van het gevondene is de interpola-
tieformule van Lagrange, die de waarde van een n® graads veelterm
f(x) in een punt x bepaalt uit de n+1 gegeven waarden f(x1),.“1ﬁxn+1)
van f(x) in n+1 gegeven punten XqgeoaX o Deze volgt direct uit de
formule (1) door deze toe te passen op de n+2 punten X,X,,»»sX. . 4
te bedenken dat voor zo'nm polynoom de uitdrukking f[XOXT"'xn+1]= 0

N+

is. Derhalve ( ) ( )
X=X s o0 X=X
_ 1
f(x)= L F, 5, V(%%

en

)f(x?)a

waarbij in de producten in tellerm innoena de factor X-X, resp.
X,~ X, wordt weggelaten.
Thans gaan wij de formule over gedeelde verschillen beschouwen

voor aequidistente punten x, = x_ + »h (» = 0,142,000 ) »
Wij bewijzen allereerst
1 "
fIXx X, 0ee = Fay f(x )n
{Q 1 xn] n!hn h o
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Immers voor n = 0 is de bewering triviaal en voor n+1 heeft men, kaar
voor n asnnemende,

f{xov ..Xn] ”f{x1ﬁtbxn+1] -

N
| £(x_)
1 n % O
= SR A" £(x )= A"f(x ) ! =
n!n(n+1)n { h 1 f ° } n™* 1 (ne 1)1
0!25'4‘_- Be\lfijs: f{xo.‘.xn_"q} = :’l'“!'i‘l;; %ﬂ f(xv) (V = O,a-gn*1)0

In het bijzonder leert ons het voorafgaande dan dat bij een n keer

differentieerbare functie f(x) er een punt £ met x, §§ éxo-r(n—-ﬂh
bestaat zodanig dat nf(x ) ‘

) oy
f(l’l () = ..tL.‘;Fl_wﬁ?..

Voor de beschouwde aequidistante punten krijgt de interpolatieformu-
le (3) van Newton ook een eenvoudiger vorm. De formule gaat dan

®

over in n1 (x~x1)(h;v) ;
f(x)= s '*‘“"";“!"';l'")')”"“"“" f f(x1) +Rn(x) '
waarin (h;n)
. (x=x, )M
Rn(x) = (x—x1)(h’n) f[xx1...xn] = AI f(n)(g )y

mits f(x) n keer differentieerbaar is; hierin stelt E een passend
gekozen punt voor Qalegen in een interval dat xj,x?+(n*1)h en x be-

X =X
vat. Stelt men nog =P dan is de formule te schrijven in de ge-
daante "

_ D » .
(4) £(x)=  Z (3} & f(x) + R(x)
met

R(x) = () we(n) gy,
In het bijzonder vindt men voor h = 1
3 X=Xy »
£(x) = L (, ) & f(x)) + R (x)
met
XX
a0 = (o H 2™,

Symbolisch kan men schrijven

f(x) = (1+m&)§_1 f(xq) + Rn(x) y

waarbij het de bedoeling is dat men (1+£;)£_1 volgens de binomiaal-
formile van Newton voor (1+z:)p uitwerkt tot en met de n—?esrﬂ&ds term
en .dit resultaat toepast op f£(x).

Op grond van het voorafgaande is het duidelijk dat voor h-0 de
formule (4) ons andermaal de reeks van Taylor oplevert.

Aroalcog aan (4) kan men een formule maken met terugwaartse
differenties. In (3) neme men daartoe X,= x_-hv (» = 0,1,...) of, wat
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op hetzelfde neerkomt, in (4) vervange men h door ~h. Er komt dan

n.1

£(x) = z " 9 £(x, 4R (x) =
= z; (p+z -1 ﬁ*f(xq--vh) + R (%)

waarin
R (x) = (*0=1) (n)? £(P)(g)
en § een passend gekozen punt i1s in een interval dat X1,X1—(n—1)h
en x bevat.
Symbolisch luidt deze formule

£(x)= (1= v )8, £(x,) +R (x).

WVij leiden thans de sommatieformule van Gauss af uit de formu-
le (1) door te nemen

Xonyq= ¥q~0h3 Xo, = X +nh (n=1,245¢4.)-
Dan geldt >
n-1
_ 1 -
T[xX XpeeeXy ] = (2n-1)'h2n“1 . b f(x1-(n-1)h)~
1 2n~1 ( )
= f(x.+3h);
(2n-1)1nB=t b L
fix,eeex ] L AZn f(x.,-nh) = S 52nf(x )
1 2n+1 (2 ) 2n h 1 (Zn)!h2n h 177

(x—x1),..(x~x2n)=(xﬁxﬁ(n,1)h)(2n;h)= (pzﬁ“1)(2n)lh2n;

h)(2n+1;h) _ (2521)(2n+1)1h2n+1

(x = Yousw (x-—x2n+ %—.(x——xrn .
Bijgevolg

£(x)=£(x)+(5) § £(x 4304 () 5 £(x,)+(P41) 5 (x4 h)+(P”>5 £(x,)+

+ eece + Rn(x>a
Voor n=2m vindt men

= + ¥ 2y = +v 1y ¢2¥
(5) f(x)= g;) <§v+1 é f(x +:h)+»:o (p ) é f(x1ﬁR2m(X)

met
(X) — (p+ 1) thf(Zm)(g> .

Hier en in het vervolg stellen gzg.,.passend gekozen getallen

519
voor die gelegem zijn in het kleinste interval dat x,x1,x1+h,.n,xf+nh
bevat. Evenzo vindt men wvoor n= 2m+7]

m.4 P+ 2v+1 - . m P‘*’" 1 52"’
(6) f(x)= g;;o (2v+1) g f(X1+'§'h)+ éo n f(X1)+R2m+1(X>
met
_ ptm oy, 2me 1o (2m+ 1)
R2m+1(x)“ <2m+“l)h £ <§2)
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Op geheel analoge wijze zijn formules te maken die f£(x) uitdrukken
in centrale differenties van f(x) in x, en x1~%h (terugwaartse in-
terpolatieformule van Gauss).

Men vindt dan

LS e "

29.‘! .
(7) £(x)= g;; (5:51 s f(x1—%h)+ ) (p+v) f(x1) +

Pl

+ ( p+m)h2mf(2m)(§3)

enl

m.1 1 m
(®) £(x)= 2 (5:31) T (x min)s Z (BN f(x,) +

(ngq)h2m+1f(2m+1)( §4) .

Wij nemen thans het gemiddelde der leden van de formules (6) en
(8) en vinden dan de interpolatieformule van Stirling. Deze luidt

.

21
(0= L B af ) expek 2 CRTERIHE fx)s

+(§;f1)h2m+1 g(2me1) 55) =

m.1 2 .2 2 2 2v+1
( ""1 )-0-( -
- 2, AR ke

m 2, 2 .2 2 2 2v
. 7 (= )Eé;(x;!—(v—-‘l) ) § 7 2(x,) 4

V=0

. p(p ~1)eeslDp —m%) 2m+1f(2m+1)( gS) .

2+ 1)1

Een snaloge formule is uit (5) en (7) af te leiden; deze eindigt met
een differentie wvan oneven orde.[Verder geven wij nog de interpola-
tieforimule van Bessel, die ontstaat door het gemiddelde te nemen van
de formuiles (5) en (7), waarbij echter in (7) x, vervangen is door

X=X, X~X,~h
x1+h, dus p = % door T p-1« Vij vinden dan
= v 1 p+v=-1
_ + 2 P -
g(x)= 2 ( ) B S f(x1+ﬁh) vZo( )1 f(x1+-%h)+

(p+m-—1) thf(2m)( gé) .

Ook hier kan een analoge formule worden afgeleid; die eindigt dan
met een differentie van even orde.

Tenslotte geven wij nog de interpolatieformule van Everett.Hier-

toe gaan wij uit van formule (5), welke wij schrljven in de vorm
M. 1

e 5 @) 5T e (BT 5 e(x) ]+ (PR ) (g
P=0O

h
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De uitdrukking tussen accoladen is te schrijven in de gedaante

2v+1 2y
v--‘i
pﬂv» [€="%D) (§+ {(p+v) é f(x1+%h)+(2v+1) i f(11)}
en de laatste uitdrukking tussen accoladen in de vorm

2v 2v 2v
(prv) & 2(xyrh)=(p+») & f(xy)+(29+1) § 2(x,) =

2v 2v
= (p+v) é‘ f(x1+h)-—(p~v-—‘i) «‘5‘ f{x1)
Dus
£(x)=£(x)+p § £(x+3h) bR Tt )8 s )-(B> 1 6% e(x,)
P Xqtah)+ & { 2v+1 h (x1+h ”(29-&'1 ) h f(x.! }*
(p+m~1)h2mf(2m)(g ).
x1+hwx

Schrijft men nog p'=1~p= {0 en bedenkt men dat

-1y _ _ p'+w
(2v+1 )= (29+1>

dan vindt men tenslotte de interpolatieformule van Everetty

H

Feo= 7— (B 8% £ oxem + (B10) 8% fxa ) + (PR ) WTHETE.

Duidt men f(x1+nh) aan met U dan maken de diverse interpolatie-
formules gebruik van de volgende schema'ss

. , 2 3
Newton (voorwaarts) u au A%u ATug coes
2
Newton (terugwaarts) u vu, vou, 93&‘9 o
. 2 3
Gauss (voorwaarts) u 5u% ) u, § uy cens
Gauss (terugwaarts) u, Ju-‘f; 52u0 5311.__,% cese
o - 2 3
Stirling u b u § u, pd7u ceee
. , § u. 2 3
Bessel My LB b zu_gj ) 211,2_
Lverett u, Uy ) u, § u1 N

Op verdere interpolatieformules en methoden gaan wij hier niet
iny wij volstaan met te verwijzen naar de meer genoemde bocken van
Milne-Thomson en Jordan.
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§ 9. Faculteitenreeksen.

Wij behandelen thans het analogon van het begrip machtreeks
uit de analyse. Terwijl daar reeksen van het type . unxn worden

besgﬁouwd gagn wij nu uiteraard reeksen beschouwen van het type
Py u X "/, Wij zullen de cobfficiknten iets anders aangeven en

beschouwen reeksen

>~ 8
(1) A(X) = é ‘ﬁ% (X*"J(n)m ao$a1 3—:-1-% +&2 L&“—%%-(—:fx——gl b oemew
. 5 x~1 - = r x-—n
= 2, =(3hs 2 e THTR
| w 1! .21
(-n=1)_ % = ™ %
(2) B = & enile-n) % R T Re Tt

+n).~'1” & a, n! I"(x)

n b~ TFlx+n+i) !

welke resp.worden genoemd faculteitenreeksen van de tweede ende ecrew
sS00rt.

ne
L
a
N, X
- L X

Allereerst bewijzen wij de volgende stelling.
De reeksen

o a_ .n! &0
o n n (x=1).es{x-n)
P(x) = é;, X{x+1) . (x+n) B Ax) = g; (-)"e, nt
zijn voor dezelfde niet gehele x tegelijk convergent of divergent.
an!
< N o~ - n —— ¢ - n (X—-'])--.(X—-n)
Bewijs: Stel p, = SO 6 a4 = (-)"a, =
~y -~y ,
dan geldt voor Q, . ;&xc~1¢)...(x2-n2) xz) x2
*n = 5; = (- nin! xx(1~12 el nﬁ)
de bekende relatie lim r_ = S X . Bijgevolg bestaat er een c¢on-
n-oo n s

stante K zodanig dat voor voldoende grote n geldt

2

IxXt

;I‘n!-(K en !rn+1-—rnl< '{—-—?K
. n+ 1
De reeks 2. (r__.-r ) is dus absoluut convergent.
ae n+1 n

Wij gebruiken thans een stelling van Abel dat uit de absolute
O

convergentie van een reeks z (rn+1~rn) en de convergentie wvan
) s o0
een reeks 2 s_ de convergentie volgt van de reeks 2 T 8 .
m= 1 NwQ n
N

(Immers stelt men zZ §, = SN’ dan heeft men
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bl bl
S Tnn” éﬁ‘ rncbn"sh«1) =
kah
. b

= L Sp(rgmrn )= Sy 1 Tyinet Sgan

Wegens lim Sn = 5 is de laatste som, absoluut genomen, ten hoogste
1) - o0
ek

gelijk aan (S+1) g;‘ e -7, 4

de groot is en h willekeurig > 0O; hieruit volgt de bewering gemak-
kelijk) « Deze stelling leert ons nu dat uit de convergentie van de
reeks P(x), die van de reeks Q(x) volgt. v

Omgekeerd is Q(x) convergent, dan stelle men tn = Eﬁ en heeft

|, dus willekeurig klein als k voldoen-

dan ¢!
2
. m 1 Ix|
lim b, = ==, [t -t <
Neoo N SInmx n+1”n' <K (ne1)2-1x1°
00
dus Z;) (tn+1”tn> convergeert absoluut en analoog aan het wvoor-
Mix

afgaande leert de stelling van Abel nu dat P(x) convergent is.

Om thans de convergentie van elk van beide soorten faculteiten-
reeksen nader te onderzoeken releveren wij een eigenschap van de
M —functie. Wij beschouwen nl. de functie

_ I (n+1)
Yn = "Flzen+iy

Wij gaan uit van de foriule (7) van blz.27, genomen voor m=1.

Deze luidt (voor z=x+iy)

B,
log M(z) = (&-%)log z-miloglm -~ -2-% + Ry
waarin
o as
! ¢ % (tex)T+y©

Wij onderstellen verder dat x = Re z>0 en vinden als wij

t = ulzl stellen,
o o0

}Mﬁ_@_-/ dt _ _ 1 dw _ _m
1" = 12 12,z 121zl 2 = Pzt

) uo+
Wij vinden dus voor x = Re 2z >0 de relatie

log M'{(z) = (2-3)log z-z+iloglm 40(%) .

Onderstelt men ook a = Re ¢ >0 dan geldt een soortgelijke formule
voor z+¢ in plaats van z, waarbij 3e restterm ook in de gedaante
O(%J te schrijven is. Derhalve

L]



BE 51.

z&c)

log L >

i

(z+c-%)1log ﬁ%ﬁ + ¢ log zwc+0(%)

1

(z+e=i)(S +0(1)) +c log z»c+0(%)
i gﬁu

= ¢ log 2 +O(%) .
dus O(l

| o(d) '
iﬁg%%%l = 2% * = 3c§1*0(%))'

Wij keren nu terug tot de beschouwing van de faculteitenreeksen.
Laat de reeks ' , )
a_.n! ani(z
u_(z)met u_= s = -8 (
o U n- Z{z+1)esslz+n) r{z+n)

convergeren in een punt Zye Stelt men

e

Ue

2

v . [ o ry s r(z
W, o= un\a)eun(u ) = Tz

o]

7 =7 Z -
(5 an) O 1yy. L{z) %o 1
x,n iw.‘\j— .&QO+H> <1+Q<n)>~» r‘?‘,‘,ﬁ\ (1+O(n)>

Zij allereerst o = Re(z-z_ ) > 1. Dan geldt
~ I { w e O
Zw LSS 2 “'”%' ) L.n
n I
o’
dus de reeks 2 w_ is absoluut convergent en de reeks

. - - “w (z)u (2 )
ya An<“/ Zi “r“ >dn( 0’

dus ook.

Ay

Zij vervilgens C< o = Re(z-z_) = 1. Men heeft dan

W - L(z) ,ifjkff”{(zo+n>—(z+n)}
eln T, Flzsn+1)
~z) a
(ZO z) I (z) r(“o*n>

Tz Tz 1)

i

s (z,-2) T(z) 2 =2~1 ;
Wn+3"wut'"“TwZzOY°"” (zo+n) (1+O(H)) =
(z_~-2z) T (z) \
. 0 -G - 1
- [~(zo) n (1+O(n)

er blijkt dus dat Z_ (w -w_) absoluut convergent is en als

n+l n
boven blijkt ni dat 2 wu,(z) convergeert.

Is gegeven dat 7. ur(zo) absoluut convergeert dan is dat
uiteraard ook het geval met Z:un(z) voor Rez > Rez , want nu geldt



z u.n(r»z) = Z wn(::)uﬂ(%}m wi;%* 2. un{zn)-
Wij zien dus:

Convergeert de reeks (2) (resp.(1)) in een punt zé, dan conver-
geert ze ook voor alle z met Hﬁﬁ:»ﬁ@ﬁo en ze convergeert absoluut
voor Hez » H@zc + 1+ Convergeert de reeks absoluut in Zs dan con-
vergeert ze ook absoluut voor alle 2z met Rez:»ﬁezo.

Evenals in de theorie der machtreeksen een convergentiestraal
gevonden wordt, bepalen wij nu voor de faculteitenreeksen een con-
vergentie-abscis. Hiertoe verdelen wij de verzameling ven alle reé&le
getallen (afgezien van O,-1,-2,...) in twee klassen L en R zodanig
dat de reeks (1) (of (2)) convergeert in een punt van R en divergeert
in een punt van L. Op grond van het bovenstaande ligt dan elk punt
van R rechts van elk punt van L. Bijgevolg leert de theorie van
Dedekind dat er een getal A Vbestaat zodanig dat voor iedere z met
Rez > A de reeks wonvergeert en voor iedere z met Rez < A diver-
geert. Het getal A heet de convergentieabscis der reeks.

Geheel op analoge wijze vindt men het bestaan van een getal
dat de abscis is van absolute convergentie. Verder volgt nog uit
het gevondene dat 0 é/»t~ Aoz T

Evenals men bij de reeksen cen voorstelling heeft voor de con-
1

)
lim sup \A.z;;l}

voor de convergentieabscis A .

vergentiestraal R (nl. R =

vestaat er een formule

Over de convergentiecabscis van de rceksen (1) en (2) bewijzen
wij thans de volgende
Stelling van Landau

N o0
o — log|Z a | - log | Z a
213 oE N TTee w8 A= N T Tlog WOt

Indien de convergenticabscis A van de reeksen (1) en (2) voldoet

aan A 2 0, dan is X = o . Indien echter <« 0, dan is A= 8.

{ s 3 vy o ~ b - ey ovrey b g ey ” o e b { ) "’;3\ -

Opumerking. In het laatste gbésl zijn de reeksen (1) en (2) conver

gent voor z = O, d.w.2Z. 2 a_ 1s convergent en het getal g be-
[AE-R W] A

staat 0f B = —o0.

Bewijs: Wij beschouwen de recks

¥ ;o\ ,z=1
(1) Z oa, g, = (=) (70 .

(23] n

e ~ N\ Z~1 ) - . %"iﬁ;_ﬁmﬂ b
el by = (70, = N E T DN G T N

Dan geldt q, = a,t, en verder
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tg“tqii _ 4 h=z+l _ 341

-7
SO ¢! 1
tn - n+e  n+e ! tn“ F(1~2) <3*0(n)) ’

Onderstel nu dat o ecindig is. Dan leren de gevonden relaties voor
een punt z met Rez = o« + ¢ voor voldoende grote n

O e £

(3) It | < Kn™ st

o O e B ]
n+1~tni< Kn ’
waarbij K (evenals elk der hierna in te voeren getallen K?'K2"">

onafhankelijk is van e

Stel verder Ay= g& a, - Uit de definitie van « volgt voor

voldoende grote N
o+ L E

Ayl = N .
Dan leert parti¥le sommatic
k K ke
& = 221 Bty = é;, (tn"tn+1)An"thﬁh-1+tk+1Ak '
dus voor voldoende grote h
K L e 1 1
4 7 -3k —"JE -—‘:{5
(4) ]g;\ ayls K Z;a nTE K 0T Kk
k'—;& “1& ~’1"£
2Ky, (=== +h™"" +k7%" ) = 0 voor h=oo.

Het convergenticcriterium van Cauchy leert ons dan de convergentie
van de reeks (1).

Onderstel thans dat B eindig is. Dan leren de gevonden rela-
ties voor een punt z met Rez = B +& voor voldoende grote n
- Pt ]
n- P

- e §
It} < Kym £ , Ity

+ ‘z—tng < KS

Stelt men By= 'E% b, dan geldt op grond van de definitie van g
voor voldeoende grote N

IByl = N prit

Partiéle sommatie leert nu

K é_ %ﬂ
5; Ay = & Bty = 5 (tn+1"tn)Bn+1+thBh"thk+1 :

Hieruit volgt wederom relatie (4) met eventueel een andere constante
K3 in plaats van Kg. Dus ook nu convergeert de reeks (1). De resul-
taten samenvattende zien wij dus dat de reeks (1) convergeert in een
punt o« + ¢ (als « eindig is) resp. A+ ¢ (als B eindig is),
dus
ANfo (als o« eindig is) en A s A (als B  eindig is).
Thans bewijzen wij de relaties Azo resp. xzs al naar
ANEg Oof <« 0 is.
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Stel hiertoe r._ = (=)"n!
n {(z=1)ssslz-n) °

Dan geldt 8, = q,T), en verder

n
Yo =T . . .
"%Lmﬂ = - ;E%:‘__? -1= powi s Ty ﬁ'&r(1~2)(1+9(%)) .
n Ol
Derhalve
X, X=1
jrn1< K4n ; )rn¢3wrnlaK4n

voor voldoende grote n. N
Stel verder Qq = Qu(z) = g; q,- Partiéle sommatie leert hier

k. L

g

Z a_= . (r

= °n by n+?“rn>an+1"rhqh+erk+1 '
Beschouw thans een punt z, waarvoor de reeks (1) convergeert, dus
waarvoor §QN(z)l<a als N voldoende groot is. Hiervoor heeft men dan

" k.
- ‘ X=-1 . X . X
= Ke Z +h%+ .
(5) !gi ani = kg (4 m h™+k™)
Wij onderscheiden thans 3 gevallen.
| ] X “
1°; x> 0. Dan heeft men 223 . %%~, dus
fatd
. b1 X
3 - (K X X
b ey
ol = 12 e enS o,
dus 7 a ]
X nad n -
(6) lim e e ()
00 k=
k.4 ,
w e, .
2°: x = 0. Dan heeft men L. N < log k, waaruit eveneens (6)
n &
volgt.
0

37: x< 0. Dan vindt men door kX »oec  te nemen uit (5)

i Z;‘ &0 ; e K 5
o < 2 (2 pXliy
}”X = }4}{ n=h : '
1 o0 * |
dus ; 251 “nl
) llm s g s s O °

Uit relatie (6) volgt nu verder woor voldoende grote k

k
log | g; an} < loge + x log k ,
dus o« £ x, bijgevolg o = A,

Uit relatie (7) besluit men evenzo tot A8 = A.
Wij vatten thans de gevonden resultaten samen.
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Als Az O dan geldt 2z« j;als A<O  dan geldt A 2 8 .
Als o eindig is geldt X so; als s eindig is geldt AGBoe
Deze resultaten zijn nog anders samen te vatten.

o
I. Onderstel g.,a a, convergent. De definitie van s leert nu
k3

P

direct dat A s 0. Verder hcudt die convergentie in dat de reeks
(1) convergeert voor z - Oy dus A s50. Is A < 0 dan geldt Amp
en,als bovendien A # - oo is, 00k nog A =p, dus A=pm . Is echter
A = 0 dan geldt alweer als 8 # -oc0 is, de relatie sz A = O,
dus op grond van A s O vindt men ook nu B = A . Is 8= =0

dan ziet men gemakkelijk in dat ook A = - oo . Immers men heeft dan

o0 ok

d ~t . L ﬂ

2 a_ = O(N™") voor clke positicve t. Dus ook 2. a, =
rnaN n . e M.t n

= O(N—t), derhalve ay = @(N“t)»
Dan heeft men voor Rez = —-t— 2

552 a,n! i a, [ (n+1) 1 (z)
ﬂ;b Z( o+ 1 } LI ( Z+nN ) - Nz ~ ( ZATi .}}
hnd D
<< K'. -~ 4../»- N’ T “ e « O ]
& )

dus voor clke eindigc z zijn de recksen (1) en (2) convergent. Bij-
L
gevolg heeft men bij convergentice van Z a_ steeds A =850,

LaETv] n
L]
Beschouw nu het geval dat pa a, divergent is. Dan divergeert dus
e O

de recks (1) voor z = C; bijgevolg Az 0, dus A 2 o, IS8 voorts
o« # oo , dan geldt ook nog x = x, dus « = A . In het geval dat
A is leert cen analoge redenering als hierboven bij het ge-
val A = = o0 dat dan ook X = oo . Bijgevolg heeft men in het

o

eval van divergentie van 2. a. steeds o = A 2 0,
© o

Wij zien dus tevens dat in het geval A > 0 moet gelden A =

o0
en v a, divergeert. In hoet geval A< O geldt A =g en
o = O 4 o0
2 a_ convergeert. In het geval X = O is het gedrag van 72 8,
n=C n - =0 1

onteslist (vergelijk hct a priori onbeslist zijn van de convergen-
tic van een machtrecks op zijn convergentiecirkel).
Als voorbeeld van de theorie geven wij de forumle van Waring.

S B a a(a+1)
z—a  z " z{z+1) T z(z+1)(z+2) T ot

oo (- z(n)
= r%} ‘(*Z) n+

otelt men
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N1 n
._:L.... = - T Y a ) _ R
z~a, = ( Z)Zn+TT N !

dan vindt men gemakkelijk met volledige inductie of met behulp van
opg. 1 blz.42

R - ala+1)...(a+N) B r(z) r (a+N+1)
N 7 oz(z+1) e . (2+4l)(z=a) =~ (z=2) T (a) T (z+N+1) ?
dus )
= r{z (a7 1
By = ey ey 0 (Urolg))
Derhalve lim RN = 0 indien Rez >a en de convergentieabscis A van
- o0
de gevonden faculteitenrecks voor E%E is dus gelijk aan a.
(=}
Bij de theorie der machtrceksen f(z) = 72 anzn heeft men
n=0
de beckende schatting van Cauchy 7 [an\< MH , waarbij R de con-
R

vergentiestraal van de machtrecks voorstelt en M een passend geko-
zen constante. ij leiden hicr voor de faculteitenreeksen een ana-
logon van dit thecorema af.

In de bovenstaande theorie vonden wij voor de recks

j% ann!

o z(2+1)s.e(2z+n)

N
log | Z an\
dat als A =z O, dan XN = = = N%igbsup BT Is echter A< O

dan vonden wij A = 4 < 0. Stelt men nu A = max (O, A ), dan heeft
men voor voldoende grote N

N
- N+g
| Z a lew™™
Wegens
f ' >\.'+&
(7\.+&+N)_ r_(>\-+&+N+1> _ N ) (1+O(‘1%'>)

N T T (N H e +1) T (AN + & +1

geldt dus voor voldoende grote N

i %ﬁani < K(A‘+§ Ty

n=0Q

Hiermede is een analogon van Cauchy's formule gevonden, weliswaar
N

dus niet voor ay Maar voor Z% a, - Evenals de Cauchy-formule
(7Y =
voor de machtreeks ;% anzn de majorantenformule
o0 ;
= n . zyn _ MR _ K
Zoagz « W Z ()" =53 = 303

geeft, is cr hicr ecn dergelijke majorantenformule voor faculteiten-
reeksen waarbij we gebruik maken van de ontwikkeling van de analoge
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uitdrukking K«mm*in een facultcitenrecks. Wij gebruiken daar-

Z= A=
toe de formule van Yaring
) , i

trﬂ

el Z,( 24’3 ) 4w (\ Z4+1

A

Zowe N o &

voor
)

wcelke absoluut convergent is voor Rez > A + ¢ , waarbi]

b _K(xre \.,.gA Fe +n=1)
n n!

Zoals men gemakkelijk door volledige inductiec aantoont, geldt

z

czb!} - I\( N ) '

=
i

Pij evolg heeft men

N,
i Z: i <« 2 b

n N n
en de rccks van Yaring treedt hier in zekerce zin op als majorante
van de beschouwde faculteitenrecks.Het majorantenprincipe van gewo-
. . . $ n .
ne recksen (hetgeen inhoudt dat uit g% a,? convergent is als

)an§< bq en 3 b%zn convergent is) geldt m.m.o00k voor facul-
i =g e 1

1.‘:"’5? hnrg !
P20 Z( 2+ 1 Jeael Z4011)

convergent Iin cen punt z _, dat niet op de convergentiecabscis A,

&

die wij positief onderstellen, ligt. Zij verder

N o
ST g } . y
3@% a, < }Zé)bn
Dan is de reeks
& a_nl
n .
- ok converge Z .
;; AT NN ool nvergent in 2
Immers als de convergentieabscic Ka van de a-reeks < O is, is de
bevering triviaal. Is echter ,Xﬁg O, dan heeft men
L N N
. ¥ .
"
sl el g |z ay) A
Rez > A, = lim -———=— z  lim = s
0 b NS log N N5 'eo log N &
dus de reeks convergeert voor z = 2y
enslotte merken wij nog op dat de ontwikkeling van een functie
el ann‘

B S 7
I4) in de gedaante é%b AT

deze functie ook een ontwikkeling met coEfficiénten bn in plaats
van a , dan vindt men voor Rez-oo de relatie 8y = bye Beschouw nu
z(f(z}»ao). Voor Re zwoo vindt men nu a,=b,, enz.

eenduidig is. Immers had
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Als een voorbeeld wvan een ontwill

eling in faculteitenreeksen
behandelen wij het quoti&nt van ﬂ( ) en 27 voor natuurlijke n
en Re z >0,

md-y

Uit de foriule
r(ust) = e Mt du
volgt gemalikelijk door dé‘wubw%itutiﬁ u o= =z log t
r(me 1) o ae 1,0
“”’Zfii;l“%’““ = { t7 (loz - %') at.

m 's

hans gebruiken wij de forimle (10) van blz. 19, welke ons (met t
in plaazts van t+1) voor l|t-1l < 1 leert

log " 5 J(h+m)
( tee ) = o T n ?
dus
Yo . _
Fd) - 5 Q=0 U MORETT ) g,
m-+ 1 - qj PR }l' Yem 'ﬁh

Bij gevolg
w( 1+ 1 )

<
e g .

At
=

J’% ikze- 1)
m%»m»}“u:ﬂ

v 10. De overatoren il en FP.

Bij het oplossen van zelXer tyoe differentievergelijkingen blijkt
het nuttig gebruilk te

valr tuee nog nilet eerder ingevoerde
overatoren P en H, dle wij reedc Lier willen beschouwen en die ook
voor de theorie der Iaculteitenreelrsenr van belang zijn.

bef;nltles R u(x) = (x-r)u(s-1) (v vast)
O r. Is eenuaal het vacte jetal r gekozen dan schrijven
wij voortaan wel x' = x-1.

Zfﬂubﬁ :w;Af:F) X).

x!

Hieruit volgt verder voor willexeurige natuurlijke .

(_.” AM(x) = ~v-(§~~;»f~31~> P a(x)

zoals men gemakkelijk door volledige inductie bewijst.
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Opz.1. Voer dit uit.
Ook voor willekeurige 1 wordt R'u(x) gedefinieerd en wel met

de formle (1).

Rm¢nm{x) - T

TS
FR

o . I : . .y - .
Stelling. tu(x), geldig voor willekeurige m en n.

. el . }.an‘ A f \ K "‘r / LUl im bil 4 Ai ’\ ,wwf‘
Bewijs: ThRu(x) = (E oy Crgeroony 7 uwx))

(' 1) L (Xt i ol
= Py Py T ) = P Ralx)

Verder heeft men nog

I

RM(usv) = et ®'%u = ™ (¢ constant).

Opiied. Bewijs dit.

w111
Tyt

il
befinitie. 1 = R™1,
Gevolg. R =

Ten belangrijk verder resultaut dat hieruit volgt is dat de

AY
. i 20 n) . )
faculteitenreeks ‘Z)aﬂm( ’ nu in de gedaante
(S 1
o0 ( \) ;‘s \
- - Il . e o o [
PR N s = £, all (net x' = x)
geschreven kan worden. Voor de Taculteitenreeks van de tweede soort
* (-n . . : . 4
/.ooa, X heelt mnen dan de gedaante
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ilet behulp van de operatorRzijn faculteitenreeksen dus formeel als
machtreeksen te schrijven.

-

Thans voeren wij ook nog de operator P in, welke weliswaar

minder te maken heeft met de faculteitenreelsen maar wel met de

-

operator R. Ook de operator P hangt af van r. Jij definiéren
Pu(x) = x' v ulx) (x' = x-r).

Verder defini&ren wij door volledige inductie Pnu(x} voor natuurlijke
n en wel bv. ?m+ju(x} = PPMu(x). van geldt

stelling. PPy (x) = PPk,

Bewijs: Voor n = 1 volgt deze eigenschap uit de vorige definitie,
terwijl men, als ze voor zekere n geldt, vindt

Pl (k) = PP Ry(x) = rPPPN(x) = PPHIPMu(x).

Verder heeft men F(u+v) = Pu+Pv en voor constante ¢ ook nog
P(cu) = cPu.

Stelling. (P+R)u(x) = x'u(x).

Bewijsg: (P+R)ul(x) = x' v u(x}»x‘ﬁ”qu(x} = ox'u(x).

1

i
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Stelling. PPR™a(x) = %) Pu(x).
Hewiis: /ij tonen de stelling aan voor n = 1. Is dit nl. geschied,
dan heeft wmen de stelling voor seliele n =0 aannenende

Mn+1

P I N(x) = R Pen) (Prin) Pu(x)

A2 Pem) ™ lu(x).

?) wni 1 ?<f:> - :»m; 1( ] }}”\u( % )
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Thans dus het bewijs voor n = 1. “en heelt dan

PRM(x) = P F%iwjﬁign “ﬁh{f> x’\fz W”(&' %i mu(X)}
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R® (m+P)ul(x).

- . (n Y
Stelling. p(n) = xr (),
Bewijs: Voor n = 1 is de bewering triviaal. Uit haar geldigheid
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u{x) Bu(x

voor zekere natuurlijke n volyt
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Tenslotte merken wij nog op dat ¥ = P.1 = 0, dus P =P".1 =0

voor n»>C. Hieruit vindt men direct

o E L 111 SN . 1 =
Ena& - m( ,‘>I“ - r{flmn . i,ﬂll}{m.

Als gevolg hiervan heeft wen voor veeltermen f(t) de belangrijke

relatie
(2) F(P)R™ = £(m)R™,
f:) tf‘:l:
Toepassing. Gevraagd wordt de functie (x“+3) ahx(n) als facul-
0

teitenreeks te ﬁohrijvev. Dit geschiedt nu als volgt
O

{ 2 " “‘}” (ﬁ) . i) ‘ < n
(x%+3) Z ax' ™/ = ((P+R)(P+R)+3) 2 a R
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= (P°+RP+PR+R%+3) ﬁn a R" _
> 2,0 £ Hh+ 1 £ n = o2 ¥ nll
= Z. an‘R" 4+ :%a a nR + ﬁ&.(n+1)anﬁ + %% a R+ %@ 3a, R
oo 2
= ;i{(n +n+4d) ?(L }ﬁnw§ a,_ 2} r? (met a_q=a_, = 0).

""ij gebruiken thans nog de eigenschap

(rep)(R) = Z(myphpln-h)
hzo h

Opg.3. Bewijs deze.

Als gevolg hiervan kan men het product van twee faculteiten-
reeksen weer in de gedaante van een faculteitenreeks schrijven.
Immers men heeft
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sy n s m A= n s
o Xy 3]
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Voor natuurlijke n voeren wij nog het symbool P in. Het is
voldoende om P~ in te voeren. Dan volgt P~ uit _P“nump"1p“(n“”u

Men wenst verder P 'u = v dan en slechts dan als u = Pv, dus
U =x' vvis. Dus wvv =u/x'en AV = “(»-iw*- . Hoewel hiermede v

niet bepaald is zullen wij afspreken dat P~ u een hoofdoplossing
dezer differentievergelijking is, d.w.z.

P lu(x) = "_.'f.’il”z' At.
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& 11, Differentievergelijkingen (inleiding).

In deze en de volgende paragraal houden wij ons bezig met het
oplossen van differentievergeli jkingen, dat ziin relaties die een ver-
band ultdrukken tussen cen nader op te sporen functie u(x), haapr dif-
ferenties asu(x},...,anu{x) en de onathankeli jk veranderlijke x, of,
wat op hetzelfde neerkomt, tussen u(x), Eu(x),...,E"u(x) en x. De
eigenaardige problemen die zich hierbij kunnen voordoen merkten wij in
§ 6 reeds oo b1lj de allereenvoudigste differentievergelijking
au(x)=f(x), waarbij f(x) cen gegeven functie voorstelt, Evenals men
bij het oplossen van een differentiaalvergelijking tevreden is als
men deze terugbrengt tot een aantal integraties, stellen wij ons hier
tevreden met de reductie van het nrobleem tot dat van een sommatie-
probleem in de zin van § 6, dus het oplossen van een vergelljking van
het type au(x)=f(x). Bijvoorbeeld bij de differentievergelijking
X aut+u=sin x merken wij op, dat a((x-1)u) = x au+u, dus men heeft

(1) a{({x=1)u) = sin x .

bijgevolg X
C i
(x=1)u = O sin t at
en u qu- S>sin tat,
X
Het 1s hier van belang op te merken, dat de som Q‘ gin ©t at niet de

enige oplossing 18 van (1), maar dat iedere functie die hierin ver-
schilt in een functie w(x) die periodick is met periode 1 eveneens
aan (1) voldoet, zodat wij de meer algemene oplsssing

gin t at + (u{x)}

G

““‘"5{5’1{

vinden, Dat wij hiermee de meest algemene oplassing hebben gevonden
zal later blijken; in het onderhavige geval ir dit trouwens zonne-
klaar.

Bovenstaand voorbeeld is vooral van belang om te laten uitkomen
dat de rol die integratieconstanten spelen i» de theorie der diffe-
rentiaalvergell jkingen in de thecrie der differentievergeli jkingen
wordt gespeeld door een functie w(x) die periodiek i1s met periode 1.
Wij zullen voortaan dergelijke functies koriweg w-functies noemen er
soms kortweg w in plaats van w{x) schrijvn,

Een andere analogie dient hierbij vermeld te worden. Vraagnfmen”
naar de differentiasalvergelijking waarvan %e algemene oplossing 1“3@ _
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f(x,y,c)=0 dan vindt men deze zonls bekend is door eliminatie van c
uilt £(x,y,c)=0 en de relatie

‘affx,v,c? aifngzcz
X oy ! -3
¥xX 7 Y 0

die hieruit door differenti¥ren ontstant, Natuurlijk voldoet de be-
trekking £(x,y,c)=0 ook nan het eliminatie resultaat dat men krijgt
door eliminatie van ¢ uit f(x,y,c)=0 en de hieruit door differentie-
nemen verkregen relatie, Het is echter duildelijk, dat men hetzelfde
eliminatieresultaat vindt als men w elimineert uit f(x,y,w )=0 en
het hieruit door differentiencmen verkregen resultaat (of zo men wil
het resultaat dat hicruit wordt gevonden door x door x+1 te vervangen).
Voorbeeld 1. u(x)maux+<mg. Na differentiencmen vindt men au(x)=w ,

~
dus na eliminatie u=x au+( au)“,

Opgave 1. Behandel het nnaloge geval bilj differentiaalvergell jkingen.
Voorbeeld 2, u(x)= Wy X+ m@xj+1. Men verkrijgt hier ulteraard een dif-
ferentlievergelljking van de tweede orde, omdat de twee functies w

1
en w, ge¥limineerd mocten worden., Wij vinden

Eu = w, (x+1) + (mﬁ(x+1)j + 1,
]
E“u= uﬁ(x+2) + cug(x+2)3 + 1,
dus na eliminatie van w, cn W, uit het nu verkregen drietal lineaire

relaties 1In w, en W,

i

i u -1 X x” !

a

1

i Eu - 1 X+ (.‘>\:~+~“i)*‘j o= 0,
. ,

| E%u- 1 X+2 (x+2)jz

hetgeen zich, afgezien van de fnctor x+1, laat schrijven in de gedaan-

te -
x{(2x+1) E°u - bx(x+2) Eu + (x+2)(2x+3)u = €

of', met behulp van d¢ operator A , in de vorm

) ) ; 3 )
x(2x+1) AU - Ox au + 6u = 6

Gaarne zagen wij nu omgekeerd een systematisch procédé om bovenstaande
differentievergell jking op te lossen.
Opgave 2, Construeer de differentiaalvergelijking met als algemene op-
losaing Vo= cqx+cﬁx2+1.

Zoals men de differentisalvergelijkingen indeelt naar orde (dat
1s de orde der hoogste erin optredende afgeleide) en graad (waarbie .
vooral de lineaire van belang zijn; dat zijn die waarin y,y’,..~,y‘m’
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lineair optreden), kan men ook de differentievergelljkingen op analo-
ge wijze indelen naar orde c¢cn graad. Hierbij is speciaal van belang
(en ook wat de theorie betreft, het verste ontwikkeld) de lineaire
differentievergelijking (van willekeurige eindige orde) al of niet
met constante codfficiénten. Terwijl de betrcffende differentiaalver-
gelijkingen volgens de theorie van Frobenius met machtreeksen worden
opgelost, geschiedt de oplossing dezer differentievergelijkingen met
behulp van faculteitenrceksen (verg. §13). Vooraf laten wij echter
gaan de theorie der lineaire differen%ievergelijking van de eerste
orde en van de lineaire differentievergelijking met constante co&ffi-
cilénten, |

Er is nog een belangrijke opmerking te maken bij de theorie der
differentievergelijkingen. Beschouw als illustratie de differentie-
vergelijking van de eerste orde

(2) au = f(u,x).

Is de waarde van u voorgeschreven in een interval a = x<a+1 (of bij
complexe =z in plaats van x in een strook a = Rez < a+1), dan wordt
door (2) de waarde van u overal vastgelegd. Daartoe is dus een verder
gaand gegeven nodlig dan - zoals dat in de theorie der differentiaal-
vergelijkingen geschiedt - alleen het voorschrijven van de waarde var
u(x) in één gegeven punt.

Indien echter uit (2) slechts de waarde van u(x) voor gehele
waarden van x behoeft te worden bepaald, dan is natuurlijk het voor-
schrijven van de waarde van u(x) in één gegeven punt X, (XO geheel)
wel voldoende en verkeert men 1in cen geval dat meer overeenkomst
heeft met dat der differentisalvergelijkingen. Wij zullen dergelijke
gevallen later nog wel tegenkomen, maar geven nu reeds een
Voorbeeld. Bepaal de waarde van u(x) voor gehele x uit u(o)=1,
au(x) = xu(x).

Oplossing. Men heeft u(x+1) = (x+1) u(x), dus uit u(o)=1 vindt men
direct u(x) = (x+1)! = [M(x+2).

Opmerking, De hier gevonden oplossing is voor niet gehele x geens-
zins de meest algemene oplossing van de gegeven differentievergeli jkinc

sin amx

met beginvoorwaarde, De functie T(x+2)e voldoet bijvoorbec.a

ook,
& 12. Lineaire differentievergelijkingen van de eerste orde.
WiJj beschouwen thans de differentievergeliljking
(1) a(x) au(x) + b(x)u(x) = rlx).

en laten zien, dat deze op een scortgelijke wijze kan worden behan-
deld als de differentiaalvergelil jking
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a(x)y' + b(x)y = r(x).

Opgave 1. Los deze differentiaalvergelijking op.

Onderstellen wij, dat een particuliecrc oplossing uq(x) van (1)
is gevonden, dan vindt men voor v(x) = u(x) - uq(x) de homogene rela-
tie

(2) a(x) av(x) + b(x) v(x) = 0.

Omgekeerd geeft elke oplossing v van dezc vergelijking aanlelding tot

een oplossing v+u, van (1). (Dit is trouwens een bijzonder geval vanecn

/]
algemene stelling bij lineaire inhomogene differentievergelijkingen;
zie §13).

De vergelijking (2) 1s te schrijven in de vorm

v(x+1) - A(x) v(x) = O
met

A(x) = — . Hieruit vindt men

(3) alog v(x)= log v(x+1) - log v(x) = log A(x).

Is eenmaal ¢én oplossing vq(x) gevonden, die aan deze vergelijking
voldoet, dan vindt men

v(x
a log e o il 0,
. 1
dus log —ai{ is een w-functic, v(x) = v,(x)w(x) en
v (x 1
(4) u(x) = uﬂ(x) +w(x)v,](x)°

Het bepalen van een particuliere oplossing v
soms echter slechts door te schrijven

4 van (3) gaat soms dir.ct

x
log v, (x) = log A(t) At
c

Men vindt dan dus

Voor complexe x 1s de laatste ec-macht zoals wij in § 7 zagen onder
bepaalde onderstellingen over A(t) een analytische functie van x, dat
is dan ook het geval met v(x) zodra w(x) het is,

Om nu de vergelijking (1) op te lossen schrijft men u(x)=v(x)w(x;,
waarbij voor v(x) een oplossing van (2) wordt genomen. Dan vindt men
na inzetten in (1) onder gebruikmaking van (2)

(av - bv)aw = r,
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dus X
r
W = w + § 8—-bV At
en tenslotte (vergelijk (4))
x t
S log a-b ¢ -9 log a-b 5
c ? : X c :
u = € iu.» +\<, ":[E., (S At}
c

Voorbeeld.

X aUu + u=X .,

De oplossing v der bijbehorende homogene vergelljking voldoet aan

x vix+1) = (x-1) v(x).

Men ziet onmiddelldi jk dat een oplossing hiervan luldt
/l

v(x) = = .
x2 2
Stelt men nu u = VU, dan vindt men /xuq = T§t777~= X,
1
D =
us u, 3-B3(x) en
I R s
W gy |3 Byl el

De differentievergelijking
u(x+1) = a(x) u (x),
waarbij a(x) een rationale functie is

(x—ﬂq)...(xaan)
(X-bq)...(x-bm)

a(x) = ¢

bezit kennelljk als oplossing

waaruit de meest algemene oplossing volgt na vermenigvuldiging met
een w-functie. Als toepassing geven wij de
Opgave 1. Los op de differentieverpgelijking

(ax+b) u(x+1) + (cx+d) u(x) = O.
Wij vermelden thans zonder verder op de theorie in te gaan, dat ana-
loog aan de theorle der totale differentiaalvergelijkingen een theorle
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van totale differentievergelljkingen bestaast, dat 1s een theorie van
vergell jkingen van het type

L{x,u) + B(x,u, au) au=0

waarblj een functie f(x,u) tc vinden is zodanig, dat

af(x,u) = A(x,u) + B(x,u,au)au.

Bij niet totale differenticvergelijkingen speelt natuurlijk de theoric
der sommerende factoren ("multiplyers”) ecn rol,

Andere uit de theorie der differentinnlvergelijkingen af te lezen
beproefde metheden bieden ook hier wel eens hulp, zo b.v, het extra
differentienemen., Zoals dat bij de differentiaalvergelljkingen van
nut is voor de differentinalvergelijking van Clairaut is dat hier vnn
nut blj de annloge differentievergell jliing

u=x au+rf(au),
Hierult vindt men don 2u=v stellendo

(x+1)v(x+1)=xv(x) + {(v+av)-T(v),

Vo
dus 0 = (x1) av + f(veav) - £(v),

Hieruit volgt hetzij aAv=0, dus v= w en u=xw +f(w) hetzij

v+ av)-£(v)

0 = X+1 +
v AV ?

hetgeen tot een singulicre oplossing leldt,
Voorbeeld, Wij beschouwen de in § 11 als voorbeeld 1 gestelde verge-
1ijking

UmX.MM(auW,
)

Men vindt dan us wx+ w” en verder een singuliere oplossing ult

] 7
0 = x41 + (v+ fi) 2T = x#HRVE AV,
FARY
Bijgevolg
V(x*'}).@.v(x) s T °

De theorie van de aanvang dezer paragraaf leert nu, dat de homogene
vergelijking v(x+1)+v(x)=0 cen oplossing v(x)=(-)* bezit en stelt men
dan Vz(—)x§q, dan vindt men voor w (x) de differentievergelijking

aw(x) = (=) (x+1).

Een oplossing hiervan is (-)% (§.% %) bijgevolg v= w(-)*- % - §~.

Eliminatie van v hieruit en uit de oorspronkelijke vergelijking (ana-
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loog dus aan de werkwijze bij Clairaut) levert ons

X 142 1 .2

u= (w(-)" - E)C b
Ook 1s een theorie ontwikkeld handelende over difforenticverge-
lijkingen van de eerste orde, waarin hetzij u, hetzij x ontbreekt en

eveneens 1is het analogon van de differentiaalvergelijking van Riccati,
hetwelk luidt

u(x)u(x+1)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)+r(x)=0,

nader onderzocht. Ook daarop gaan wij hier niet verder in.
Tenslotte merken wij nog op dat bij differenticvergelijkingen von

)
)

C 7z 7 - N -y - - o
e n- orde waarvan cen oplossing Uy bekend is doe onlossing terugte trengen 1o
tot die van cen (n-1)" ordc vergelijking door de¢ uilt de theorie der dif-

rerentiaalvergeligkingen welbekend. substitutie u=u, v

§12. De lineairc differcnticvergelijking.

Wij beschouwen thans de¢ lineairc differenticvergelijking van de n® orde
(1) L({w)=a(z), wet L(u)= an(z) Atu(z)+. . +a1(z)£>u(z)+uo(z)u(z).

Iv a(z)=0, dan no.mt men de vergeligking ﬁomogeen; 12 a(z)#0 dan 1nhomo
geon, Geheel als in do theorie der differentiaalvercclijkingen bLewljst men
Gat de meest algemene oplossing van de inhomogene vergzelijking te schrig -
ven 1s in de gedaanto uo(z)+u(z), waarbij u_(z) con particulicre oplos
sing is van de inhomogcene vergelijking cn u(z) de wecst algemene oplos-

sing is van de homogenc vergelijking. Immers men hocei@

L{wu)= «lL(u) (w is een w-functic),

L(u1+u2)=L(uq)+L(uQ),

dus uit L(uw)=a(z) en L(u )=a(z) volgt L({u-u )= (u)-L(uO)=O en owgeke rd

(
luiden de rolaties L(u.)=2(z) en L(u)=0 tot
—L(w)+L(u,)=a(2) .

D¢ behandeling van hot probleem komt dus neer op hoet bepalen van <in
particuliere oplossing U, der inhomogene vergeligking cn de meest alpe
mene u der homogenc vergelljking
De beschouwde differentiecvergelijking L(u)=0 kan men o-k schrijven
1in de gedaante bn(z)u(z+n)+bn_,l(z)u(z+n-~’l)+° +b1( ziu(z+1)+b(z)u(z)=0
Dan neemt men hicrvoor de volgende punten singulicr:
1c: de nulpunten o« o, ... van bo(z);
zo: de essentl¥le singularitelten g, B, ... van bo(z), bq(z),.Q%jbn(z)g
3¢: de nulpunten Tqs Up. «.. van bn(z~n).
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De punten o -m, B0, By ATEM, 74 (m geheel) heten congruent

et singulicre punten. (I.h.a. nocnmt men twee punten p en g congruent

els p-q gehecel is).

Is een onlossinguz) voorgeschreven in do strook O = Re z < n, dan

vindt men uit L(u)=0 <oor oplossen ook ¢ waarde van u(z+n), dus de

waarc: c-r oploss . ng n dr strook n € Re 2z < n+1, e¢nz. en do~r oplos-

sen van u(z) vindt mon omgekeerd de waorde der oplossing in de strook

1 = Re z < 0, ¢nz. %o vindt men dus dircct de functie u(z) voor alle

z (behalve de singul .re of dacrme. congruente). Zou men b.v. in d.
strook v-.1=2 Re z < v (»=1,...,n) hebb.n voorgeschreven dat u(z)=cwy =)

z) niau

moet zim, dan vindt w.n direct cat u(z)=uﬁ(z)u1(z)+m¢v+wn(z)un
z

o~

alleen geldt in de Lirook O = Re Re z<»

< < n (hicr is u,(z)=1 in »-1
en elders in 0 2 R. % < n geldt u,(z)=0), maar op grond van de line -
aritelt ven de operctor L ook in &lle 2z wasar met het hierboven uite n -
gezett  procédé u(z) to vinden is. Natuurlijk behoeft de hier gevonden
onlossing u(z) geencz ns continu t. zign op de rechten Re z=m (m ge -
heel). Bij willekeur:o. (zelfs biy analytische)beginstrook-voerwaard.n
behoef't bligkbaar go.ow analytische wplossing te behoren.

Op gr nd van ¢ rveringen van do thoorie der hom gene lineairc
differ.onticelvergelijliingen verwacht men dat de me.st algemene oplos

ging.u der homogend v rgelljking wel consg e gedacnte

(2) UZ U, .t i

zou kunnen bezitten woarbi] Wy e sy willekeurige w-functies zijn en

L
van do functies qu_an,un wordt ondirsteld dat ze w-onafhankelijk zign.
Hicrbij noemt oo n-functies uq,xujun<umonafhankelijk als cr w-
functice aﬁj‘gg, w. (nxat allen identicls nul) en een punt z bestaan

zodanlg et

(3) uﬁ(z)u4z)+¢,c- ua(z)un(z)#o

n
is. (Opmerking: Hicy ‘0 in het vervolg wordt, tenzij het tegendeel wordt
gemeld, ondersteld o do beschouwde punten z niet congruent ziljn met
cen singulier punt). Bostaat «r nict zo'n punt z, dan heten die func-
tics w afhankeligk., Om e onderzocken of n gegeven functics, die vol -
doen aan de differcentievergelijking L{u)=0 w-onafhankelijk zijn, voerci
wil]j de determinant

uq(z)aa,un(z) [uq(z)noc. u, (z)
¢(x) Auq(z)o,‘Aun(z) _ u1(4~1) c,un(z+1)
Aﬁ"qu (z) Ay (z) ; (z-+n 1) | é éz;n«ﬂ)
/) o a v n /] (L EY n

vaen Casoratl In Hicrover bewljzen wi) allereerst de volgende
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Stelling: Is C(z)=0, (en zign uq(i}i ,,uﬁ(g) w-afhankell jk en omge-
L]
cierd.

B.wijgs: Z41j C(2z)=0. Noem do minorcn van ¢o laatste rij van c(z) resp.

f““;‘q( 2y, . &mn( z) Den h oft men

(%) mﬂ(ﬁ)uﬂ(z+v)aa.&vmﬁ(x)uﬂ(w+v}wP (v =0,1,...,n-1).

D: minor.n van de o or oo orij van C(z) cogn kennelijk mq(m+ﬁ);,“g,mn(x%ﬁ)@
Dactr iy ocen dotorm. o dic nul to volgens een bekende stelling d
corrve o ncerinde min 1on van verschillond rijen een evenredigheid
vormen, hooft men

m (z+1) @ ()

SIS (1,021, . n),

m (r+1) ow ()
! e () o ‘ - wjy(z) , -
dus do functic i Loeen w=funcur. o T W1 , novmen. Dan

(
m (7)) uE(z)

(5)  wy(2ug(e) . @ (2)u()=0.
Ompgekeord, leet uq{u)ﬁ .,;un(z) w afhznksligk zijn., Dan geldt (5) voor
7z, z+1, ... dus in hoo gzonder

@%(Z)uq(g+y> xu%(:}un(x+v)mﬁ (v =0,1,...,n=-1).
Hreruit volgt diroco ¢(z)=0.
Thene powljoen 0 hoet cerder Ve o resultaat, nl. dat men ot
uﬂ(z),a,.;un(z) w coohankaligke oblossingen van L{u)=0 zign en u(z)

hrierven cen willekour o oplogsing 100 0oolt

u(z}zu%(x)xq(‘}+.,.wnu (2)u ()

i n i
Immere u.t L(u)wa(uﬁ):a.,xL(un)wm volpt
1

Qn(z)uv(;\;)~ﬂw b (z)u,(z)=0
goivdig vor v=1,4. . doon o voor hot povel ihdcx v wordt woggelatun,

Uit & ¢ v orminont oo v volgt dan O

i u( z)u .L{,i( Y. .. ,‘3\2?,3(2,") i
i u(2+1)uﬂ(;aﬂ) ,‘Uﬂ(ﬁ44%
!

u(z+n)u4(a+m)»¥mun(z+n}

{
i
|
|

Ls, dus o) grond ven Lot voorefge nde vostacn er w-functies zodanig
dat

u%Z)U(X)ﬁﬂ%<ﬂ)Uq(Z)?.Lb%ﬂ%(z)un(fjﬁg

is. Wegens w{z)=0 (tadurs waren uﬂ(x), ..3un(z) toch w-afhankell jk
1n ostrigd met do oond rstelling) volgt hicruit
Ny .
u(z)= ofj(:)uy(2) +.. e (2)u, (2),
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. w, (z)
waarbij ock d. funcu:. mi(z)m~:§T§y (i=1,...,n) ven w-functic is,
Vig bowijzen ovir d doterminant van Casorati nog de

e

St.1ling van Heymann

o(z1)=(-)™ 2l

8 [
O AN

R H o
H
o
2
———
P
.

% s b @ k& B S B oe B o 5 @B s

!
|
|
|
!
% u,‘( pa "ﬁ) . .“?»1?1( :»%{1)

-1

waarbiy do clementen ven do laatste ri) op grond van L(uq)m,,.wL(un)WO

Tincaire composita o0 ven

rijen en uq(z),.,,jun(z)ﬁ

Ecnvoudige - 1g.nschis o oon ten leren dan

. uq(ﬁﬁq)p;,@n<ﬁ*q) i

b {z 0 P

Claen) gy ot | = () 2y ole)
JW s PIRRE (:Nwwl.n-_j) LVY'} -

?uq(@fn q) u
;ug(2) o (2)

1

Gevolg: Is z nlel congruent met con singulier punt dan volgt uit
’ v

C(z)=0 v relatic C(v)=C voor ieder. w, dic congruent is met z, en uit
lgt C{w)#0.

3
—~
™
g
e

{..
<

Zign cenmaal n w onafhankellgke oplo.singen u ey van L{u)=0

a‘i &
govonden, dan kan mon volgens con mothode van variatie der w's cun
oplos.ing ven L{u)= o(x) vindin., Mon schrijve nl, cen oplossing u ven
d. inhomogine vergelioking in de gedaont.

Us UL L U

waarbij hicr de funcoics

Wysowp (br, uitzondering) geen w-functies
zign., Dan hooft mon

U= 4'2’ U\'Al T e ("LA.{/;\?&“

AU=w,al, by srw AU mits bu, aw,+., L +Eu_Law =0;

2 (”?AQ\ ) s . Mﬂ 4 n n 5
U, & U b AT mits Lau,.aw, +...,+E . =0;
=AUy AL, P aTU, mLTS bau, .ow, Laun aw =0;

® » K B 9
o

1 N , , Ti="1 ) B o T2 N
A U=mw A ‘mqwsﬁa+w a7 u, mits Ea ‘uq.aui+,.,+ﬁan duh.awhmﬂ
| p 1
" X n ) e [d= - -
O U=, A U, .o A U HEA Uge &y te oo+l .
4 4 s n La g buyt Ea Uy hw
dus na vermenigvuldigen van de voorste rclatie resp. met 8ys8,500.,8
n
c¢n optellen

mﬁ(z) e 1o

T A ) 1
=LA U,y d,+, , +EA U, .
@n z 1 43 “ [ x,ln J:&U«‘n,

zodat mcen voor de fuwacigs.m%,,.,)mwn ten slotte n lineaire niet homo-
gene rolatics hceft govonden, Hiepuit zign dez. funeties op te lossen,
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smdat do codffici¥ni.adcterminant goli:% 13 aan EC(z), r¢n dus #0,
want L TREEPACR z1ijn w nafhankelijk., Uit Aw,, bWy vindt men tenslot-
. na sommaotie Wys o @y afgezien van w-lunctics, dus ook u, Weer
vindt min hierbiy h.o. rooultecat terus 2o u de gedaonte

IREEI B w,}i i

heeft, w0 rbiy nu wo oo Wy e Wy wel w-functics zijn, wasrbij uﬁga..,uﬂ
& L&

e e ) U
nn

.

(Y]

willekevr go weonafin el gke oplossingen zign van de homogene verge-

Tigking L{u)=0 un u_ ..n particulicr. oplissing is van L{u)=a(z).
Vnorbceld, Bij do 000 ronticverg 1i kg

3

L{w=z(z+1)a wizau -u=z"
heeft do correspond v ude homogene vorg.  .gking L(u)=0, zocals men
gemakke Ligh dnzi. o, on plossing U= Soolt men de tweede oplossing
U, van ¢o verg. bogic e geligk aan VU=V, dan vindt men ne substitutw.

o8

voor v d. vergels i

(z+?)mﬁv+j A V=0

Voor w=av hceft mon Jus

dus

o= Q i—g.“m WQ. o ¢

fds

Wij kicz.on ter viroonvoudiging der verd v borckening c=-2 ¢n vind.n

Stel thano

den ult AVs ———eeee- s dirvect dat vse
(z+M) e (1) -
' -~y
cen particulicre oploossing U, van L{u)=z" gelijk acn U, =wu,
w{) ™ ] ) 3 X el 2 s
x,,‘z*ﬁ '—‘“‘“:,; . De moethon . der varisntic d r cotfficinten lecrt nu

, dus Us=

+W U=
P

@)~
- / 1
HG_ =W, mits 2 JAUD , e A, =
o gl '("‘,]"5‘ 1t ( 1)( (,L/1 " A o) 0

on verdor

-y o

xlvi N e + LA wl::_
SRS e e

~

Urt L(u )=z" vindt mn dan

z(z+1)aw, - dw, = zZ

1T 2
bijgevolg

Dit levert L 1
w«qmﬁ'ﬁ“i:‘\y{ Z"’"ﬂi) 3 wzf”"’gﬁﬁ( ‘“) P

dus d¢ algemene oplo.iing der inhomogenc differentievergelljking luidt:
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B, (z)

0, [€5)
ey 1,2 N T3 2 ) 1.2,
U= 2332 ":fz-“LP(u”m)"B' rer I L szy(z+1) + 32
waarin w, en @y nu w1 w-functies zign.

Wig beschouwen thans de homogenc vergelljking
!
(6) L(u):an(z) N u(z)+,o.+a,](z)Au(z)+aO(z)u(z)=O°
Anecloog aan de Ctheor.  der differentiesclveorgeli jkingen kan men zich
afvragen of voor op vctoren L van het hicr beschouwde type een "hoofd
stelling van de "algobra' " luidt, dic inhoudt dat er n functics

aﬂ(z)y.ua,un(z) bests n, zodanig dat

(7) L=a (a-oc ).

e

Ook hier bligkt dit net gevel te zlign, rmmcrs het 1s voldoende aan to

n(A -t

tonen dat voor zo'n onerator cen ontbinding van het type L=M(D-«) geldt,
waarna dit dan:door volledige inductie bligkt (hierbij is M den cen
operator van de (1) orde in A met begincodfficiént a,) . Nu weten

wij dat L(u)=0 zcker con oplossing ven hot type wu, bezit, dus dat

/1
der. oplossing van . vergelijking

(a -2 )u=0
1

voldoct zan (6), wecrna men door cen declprocédé (vgl. de toepassing
van de theorie der roststelling bilg de thcoriguder vergell jkingen in
de algebra) vindt do. inderdeaad geldt L=M(a mﬂﬁi)'

Omgekeerd levere de ontbinding (7) ons dirgct ¢én oplossing van
(6), nl. diegene dic uit de lineaire vorgcelijking (A-—mn)uzO volgt.
In tegenstelling tot o theorie in de alpgebra is het hier in het al-

gcmeen niet zo dat ooll uit (a-x Ju=0 c.n oplossing van (6) volgt.

n---
Dat is slechts dan zo als L ook cen ontbinding L:N(Axmmn_q) bezit.
Eenvoudige voorbeoldin luren reeds datnic ¢ steeds geldt
(8) ( aluqcr.l)(a ~o<(,::,)=(A—C(2)(A\.-<x,]),
1mmers men heeft
2 .

(&~ uq)(A~ag):A.»aﬂA~ugA+0Hm?~(Aa2),E

cn dus geldt (8) slcchis als soy=ac, is, d.w.z. alse,-~o, cen w-functic

is.

Er is echter ¢in govsl waarin men zoker wel de volgorde der fac- -
foren in de ontbinding van L mag wijzigen, nl. het geval waarbij L
constante co&fficitnten bezit., Hierop gacn wij in de volgende para-

graaf verder in. '



DE T4

#

§13. Do lineaire cuffoercnticvergoligking met constante codfficienten.

W2 beschouwen thinsg do differoentiovirgell jking
(1) L{u)=(s Qn+”.wx_3gsngUma(2),

wacrin ¢ ...,2 consceaten zign, Zoals in do vorige paragraaf werd

1.t nu do avbinding

van d. opderator L o rgenschap dat do footoren a-oy  (¥=1,...,0)

crwiscold mogen worcon, Big gevolg 1. ¢ sgewenst ledere factor als

leatst. factor tociz torar on lelot dus o vergelijking

(& ap)u=0 (»=1,...,n)

o3

tot Cen oplossing u, ¢ r homogene differ nticvergelijking. Uit do
rvlat.c vindt men diroct

== Ot;vﬁq,

us uy=(oy +1)°. 2100 . getallen ey tw ¢ oon twee verschillend, den

[e)

vindt men zo n verschotlond. oplossingen, welke bovendien w-onafhean-
lkeligk zign, want voer hun determinint vao Casorati heeft men

) o +1) 7
( %, 1 ) (e #1)°

+1) " n n
1 7T 4

= ~-§-‘1 e F oL, ~ O """'r\.»
vmﬂ(q* ) i,gmﬁ( i g) :

1>

C(z)=

Jier kKan men we llicht Doeter mot O ooerator B werken., Immers
L{a)=L(L-1), dus =!. x, ven nulpunt is ven La) is By= Ay +1 cen nul-
nunt ven L(E-1) «n v ¢ doe ontbinding

M(L}mg(ﬁ-ﬁ)m(ﬂvﬁq) o (0 ﬁn)

leest men den direc: 0 oplossingin uy,=pm, (v=1,...,n) af.

tvenels in do o0 orae daor difforonthaalvergeli jkingen kan men

-

bly comnlixe nulpunc.n van L{a) stoods tw o tocgevoegd complexe samen.

nomoen, 2d

b

canig det hoorvoor in d.o nlo. s Lwee andere relle basisoplos
singen optroden,

Interessantor 1. ot om na te ga n wat geschiedt bilj meervoudig:
nulpunten van M(E). 4, B cen k-voudig nulpunt van M(E). Op grond ven
hceuristische overwegrnigen met limictovergengen of van analogi@QVurwagina
gen ten aanzien van o ‘GTlL der differontiaalvergelijkingen verwacht
men dat dan naast 8° ook zg” "(9) é“n,)g{“'jhﬁz als ba&isopionsingunf
zullen optreden, Ind rizaod %huif men voor w=0,1,..,,,k-1




E-g) ({9 %)= (a2 (%)) 47

x k, (xY =z, . . (k) =z
{ﬁq@}k(:( 16 )=0, dus M(E)(z' %@ )=0.
Dat dac govonden k ool ssingen ondorliing w-onafhankelijk zijn, ja ook
det biy meor mecrvou . nulpunten @, 7, ... van M(E) de daarbij zo te
nden vesisoplossias o allon tezamen w o ouefhankelijk zijn bewigst
18 in de theoric dor differentiaslvergell jkingoen.

voor gohele nodoe wa rd van uy uit de relaties

u, =0, u,=1. (r.cks ven Fibonacci)
1ot znllyuntgzz(@wayréygaﬁﬁm%*%vg. Dus

s

Men heo £t Pi( % )=k

u = 8, 1w 8. . Na gubtstituti. ¢ r beginwaarden vindt men

Oswyres,. A=wpyrans.. tus

s Bopaal u. ult do o £ 1 SO + o CREVE ¢n
1 cnaal . molaties R L N bun met gegeven U,

Het oplossen G v inhomogene vergdii liing (1) geschiedt nu als
voelgt., Met heeft v r .on particulicre onlossing uj hiervan
L.

Y™ ff%73<3) = p'(élwxv) a(o).

Vij weton (vgl., opprv 28, bpleo. 18) ) dat

mits ec#-1,
Opgave 2. Berekin oo’ ——=a(z).
. L ‘ Ty s C A . . e »
Hiermede is dus Ecgym(;) door middcl van sommatics te vinden. In het
gevel cchter a(z)=c” 135, hooft men
1 i:] o
M{E) M(c)’

mits M(c)=0 is.
Opgave 3. Als ¢ cen it -voudig nulpunt is van M(E) dan heeft men
/) " (")C ‘“i’r
1

e
M(E) D M(c)

. i . 1
Qoo | g A.K; 9] T . L. 18, 5] “ s €
SSoms kan ﬁfn de qu isl ontwikkeling van AT in een machtrecks
1 +1ﬁ&% oK oy o(z) :
v . 1 , n-1. .
1 ’ Jiz =0 18 JTELTDL T o ol - e, s DLV
Lam IN( ) ( } O 3 (’& I J IN{&) m ?O lqél ‘ }.Nu,].z'.‘:x dus b.v

N-» oo

ultrekenen. Dat is toelaatba.r zodrs



bij polynomen a(z).
Opgave 4. Los op de v rpeligking

-
2. - z 2
ATu - Sautua0 ez,

Tocpassing. (Ovngave 05 acr Wiskundige Opgaven,

cer Cornut) .

4

17¢ deel van J.G.
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van

On cen examen v roly ledere vraog met jJa of nee beantwoord meoet

worden, wordt lemend solxamineerd die niais van
bij icdrre vra.g A lians op cen goed antwoord %

haclt .e¢n goed beancuoords vraag ni €, cocn een

1

het vak afweet, zodat

is. De eximinator her..

verkeerd beantwoord:

vraag Cén-en slechtn Sénmezal, zodat bij do tweede keer het juiste ant..

woord wordt gegeven, U.€ 18 gemiddeld genomen bij n vragen het aantsl

gocde fntwo rden?

Oplossing van C.J. bouvwlkemp,

Teat u(m) de keas zign dat het antwoord op

. . . o c
De kans dat het verk_ crd 1s 1s dand 1 u(m). Is het m
1s de kans dat de volgende vrawg julst wordt beantwoord, gell jk acn

o
teal

F

det het (n+1) " antwoord goed is, 1s dus
u(m+1) =5 u(m)+1. (1-u(m) )=1 L.u(m),.
Eerst lossen wij do homogene vergellgking

u(m+1) +5u{m) =0

. 1, M . L 4 e
op en vinden direct u(m)=c(-4)". Hen particuliere oplossing der inho

mogene vergelijking oo

de me°vraag julst is~

derhalve u(m)=§+i(—§)m.

33

/] ")
‘%“T‘ /}_3
D¢ elgemence oplossing luldt dus u(m)= %1 :
ginvoorwaard. u(1)=5, dus }:%~}C en @:;
Bi) n vragen zael hoco cental juilst beentwoorde vragen dus gemiddeld
7 a(m=En-d(1-( 9.
n="1 59

o

[

BiJ grote waarden van n wordt dus gemidd:ld Bl der vragen goed beant-

woord.

Opmerking van J.G. ven der Corput,

het m" entwoord virkeerd dan is dez. keons gelijk ean 1. De totelc

7
&

Er wordt bewcere det dit systeem bi) sommige exemens wordt toe-
gepest ¢n dat het le gste dasrbij behaalde cijfer 7 is, als 10 het
hoogste te behalen ¢ yfer is. Dit blijkt inderdasd in overeenstemming

met de uitkomst der berckening.

antwoord gocd dan

1
i

kR

c( -5)™. Verder heft men de be .

n
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Wij merken nog oo, dat de differentievergeli jking

I v
7 ay,(z) & w=0
=0

niet alleen in de aequivalente gedoonue

S »
/b, (z)E w=0
v=0

te brengen is, maar ook in de sequivalente vorm

I y
7 c,(z) v w=0.
¥ =0

Voor het verdere onderzoek zal het nuttig zijn om van deze laatste
gruaatite a1t Le gaan,

Evenals naast de lincalre differ-atiaalvergelijking met constante
cobfficibnten ¢ differentia. lvergel: jking van Euler staat, besta t
er naast de zo even beschouwde differentievergelijkingen een type ane-
loog aan de vergelijking van Euler. Lit type vergelijking luidt als
volgt:

n X
- v v
Z_a%z( ) 9% w=0,
»=0
waarbij de getallen 8 seees 8y constantenzijn en aniO wordt veronder

steld. Wetend- wat de oplossingen ven de vergelljking van Euler zign,
x | - W) .
kom: men er hiertoe om te¢ proberen W@RO ), Men vindt dan na substitutie

T e )y M,

Ay
N

n {
Z‘m - , 0(.‘\ "9) I <0L‘) =0 »
=0

gl

(2) Z 2, o
v=0

De n® graads vergelijking (2) bezrt n nulpunten S ERREPL NS Ziin
ze allen verschillend, dan vindt men zo n oplossingen w, =z %
(v=1,...,n), welke, zoals men gemakkelijk inziet, w-onafhankelijk zijn.
Opgave 5. Bewijs dle laatste bewering.

Zodra echter onder de n nulpunten gelijke voorkomen, is het gevon-
den stel kennelijk niet meer w-onafhankelijk. Heeflft een nulpunt « van
(2) de multipliciteit r, dan geeft ait aanleiding tot de r w-onafhanke-
1ijke oplossingen
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W? b Wz(m) (? m{},j‘,.nt,r*'})v

&

Men heeft wﬁwz(“)? W ma(“)\;(zma*ﬂ)ﬁ»Le

Opgave 6 Bewijs dit

§ 1. Oplossen co r middel van reeksontwikkelingen.

In dez o lastste poragraaf geven wi) voor differentievergell kingen
het analogon vun de methode der reeksontwikkelingen bi) differenticvel-
vergelijkingen. Het behoeft nauwell ks vetoogd te worden, dat wilj
hier geen mochtreeksontwikkellngen zvulicn proberen te vinden, maar
faculteitenreeksen.

Wij herinneren eerst nog aan d. ~vercenkomstige resultaten uit
de theorie (van Frobenius) der differ ntiselvergelijkingen.

Big de vergelijpking

=

n) . M n-1) e/ o,
w( )Tanhq(@)w( )w,,.+&q(x)m wu$(~)W$O

CXZ

o o h
levert substitutie van cen reeks W= 2 recurrente betrekkingen ~p
(wa rblj als co¥fficitnten optreden do codffici¥nten van de reeksont-

wikkelingen der bekendo functiles o ,(2),...,8 (2 voor de onbekoende
: n-1 ’To
coBfficienten Cp - Uit gegeven voorgeschreven waarden voor b.v. CsCys

s Chg is d. recks voor w ondubbelzinnig bepacld. Men kan azntonen,
dat de zo verkregen recksontwikkeling voor w convergeert overal we.r

-

de ontwikkeling van elk der n functies ¢ (z),...,a_(2) convergent is
2 n-4 o]
Voorbeeld

(‘ ‘1) Wl ’z';,',‘,,"l'* “‘—;1——-——:1&.,-[”\
Mcn kan prectischer werken met

(1 2)yw '+ z{1-z)w! +w=0

bt s
en vindt dan uxtxmzz;c%a“ ne substitucde

h=0

fe]
N AN NPT , I h Tt
7 {(hxm)(nvﬂ)uhigv(hvﬂ}hgh+ﬂ+hch~(h~?)Lh“q+ch}a =0 (met qqmcéfﬂ)

Ne=- 2t

2 + +2)e =h(h+N e ~{h h-
(2) (h~4)(h.m)ch+g h(hw)ghM (h;ﬁ)ch+(h ﬂ)ch*1 s
wasarult successievelljk agscg,.,a kunnen worden bepaald,
Men zou natuurlijk ook kunnen werken mct de vergell jking
S0
W"\%ﬁw‘%~2i gKWwCu
k=0

en vindt dan
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h
(h+1) (h+2) ey, n+hey, + Zi CV"

Gemakkeliik volgt b.v. uit (2) door volledige inductle cat Lgh[<< M
(waerbij M cen van h onofhenkelijke constante is), zodat w=7_ CpZ
zeker voor lz| < 1 convergent 1ls, overcenkomstig met het h=0
feit, dat ook ?;E’ dus clk der optredende coéfficiénten in (1) ),
aldaar cen convergente reeksontwikkeling nacr machten van z bezlt.

Men kan deze theoric, die als hcet ware cen ultbreiding 1s van die
ven de lineaire differcontiaslvergelijking met constante co¥éfficlénten,
nog iets gencralisercn om andere differcentisalvergelijkingen, dle een
ultbreiding zijgn van de reeds eerder genoemde differentiaalvergelijking

van Euler, op tc¢ losscen. Dit anderc type luidt als volgt:

IS

(3) znw(n)+an“1(z)znmqw(n‘1)+,,n+aq(z)zw'+ao(z)w=on

Het Eulerse geval trecdt op als de functies a,(z) allen constant (=a,)
zijn. In het FEulerse geval vindt men oplossingen van het type z™ |
waarbi j « cen passend gekozen getal 1s, 1n casu een wortel van de

vergell jking

(n) . (n-1) o
o +c,inm,1% +.,.+a,lc¢ +a -—O

is. Zo komt men ertoe om biy (3) op1w°'1ngcn te zoeken van het type

OO
W= 1;‘0 zh+a,
h=0

waarbl] o« een nader te bepalen constante is en natuurlijk ook de coEffi-

ciénten N nader moeten worden bepaclc, Het blijkt, dat als men stelt
[eoe]
:ZL avhzhg dat « moet voldoen aan de vergeliljking
h=0
(n)_f_ (n/]) - oo —_
(4) o %an_,]jooc +M.,~la,‘oc<, ,LIOO—O,

welke de indicia lvergeligking (of exponentenvergelijking) wordt ge-
noemd. Bij clk der n wortels o« dezer vergelijking vindt men dan 1i.h a.

cndubbelzinnig de wasrden van ¢ . Hier zijn dus 1.h.a. niet de

ODC/‘,‘; ° e
waarden van Coﬂcﬂ’“’°20n~1 of een a.ntal dezer grootheden voor te
schrijven. Uitzonderingsgevallen treden slechts op zodra de vergelij-

king (%) worfels bezit met een geheel verschil. Zijn b.v. o, en o =c -3
[

1 1
wortels van (4), maar bezit (4) verder geen wortels, die cen geheel

verschil met *, hebben, dan vindt men allereerst een oplossing

htoc

F%S

=O
en verder een van het type
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Wa=CW,l0g 2 +
o

1
De constante ¢ ken nul zijn, maar 1s het zeker niet in het geval, dot
o, =0y is. De¢ hier optrodend:. oplossing v, is van het al ecrder hlcr
gevcﬁden tvie., Zo'n oplossing treect nl. steeds op bij de grootste
van een stel (mod 1) congruente woricls van de vergelijking (#). By
de andere van zo'n stel kunnen loger:thmische oplossingen optreden
(vergelijk ~olr de vergelijgking van Duler zelve). Van de aggregeten

van het typ: o0 h %? n

wa (331‘ 2 o {M"}ﬂk: 3 s e g

h=0 h=0
zoals ze¢ in bovensteane schetsmatig overzicht werden aangegeven, kon
men arntonen, dob zi) convergente ro rontwikkelingen bezitten in het
gebied, wzarin allc functies z,(z) (v=0,...,n-1) convergente reek:-

ontwikkelingen bezition
Voorbeeld. zw' + zw' (= -n")w=0 (verg. van Bessel).

Men proboerc o

en vindt na substitutic

(h*QJ(h’“*q)cﬁ*(h*WJCh*Cth‘”ﬁﬁh“o (h=0,1,...)
dus
) [}
{{ h,%) “.nc ? f"f},; 0L jm"‘} (h:::Q’ 4 s a e e ) .

s il

2

Neemt men =11l .rccorst h=0, dan vindt men doe Indiciaclvergeliljking
x” n=0,

Voor oo=n vince men don verder

X }(:{—:} -
W= jn(ﬂ>321 <*%T"iﬁ+ﬂﬁ?) ’

i he=0
Is 2n niet geheel, dan verschillen d¢ wortels van (4) geen geheel
bedrag dan vindt men 2l: tweede onofhankeli jke oplossing jmn(m).
Is 2n wel geheel maar oneven (dus n nict geheel), dan zou een loga-
rithmische term kunnen optreden, me'r dat blijkt hier niet het geval
te zijn, zodat ook hier jn{z) en E_W{x) als linealr onafhankelijke
oplossingen optreden. Dit is cchter nict meer het geval als n gehwéi'ia;;
Dan geldt nl.

Tal2)=()" ] (o).



Opgave 1, Bewigs dit.

Naast Bn(x) treedt dan wel cen logarithmische oplossing op, die men
pleegt can te geven mot gn(z) (functic van Neumann). Alle gevonden

a

"co#fficivncen” 1 en z° n® het zign, dus voor alle eindige z. De
functies Dﬁ(m} zign, Jdus eventueel afgezien van de factor zn, gehe le
functies van =z.

Na deze uitgebreid. inleiding lkomen wij nu terug op de diffe-
rentlevergeli jkingen, wasrbij zich soortgelijke verschijnselen voor.
doen. Bij de verdere behandeling maken wij gebruik van het door Milne-
Thomson -ntwikkelde formele appar-at der factoren P en R, zoals dit
in §10 is uitcengezet. Terwille von ¢ overzichtell jkheid, en ook
omdat dit het mceste blijkt voor te Nomen, zullen wij ons beperken tot
vergell jkingen van de tweede ord.e. Heo kost echter geen moeite om
analoge beschouwingen tc geven voor differentievergelijkingen van
hoger orde. Wij beschouwen maasr direct het analogon van het laatst-
besproken type differentiaalvergelijkingen en dus maar het geval van
de tweede orde. Dan kunnen wij de vergelijking schrijven in de ge-
daante

- ~
(5) 2(2) o2y 4 p(z).zvw + qlz)w=0,

waarin p(z) en q(z) in zeker halfvlak convergente faculteltenreeks-

ontwikkelingen
- (h) 5 h a (h) ¥ h
p(z) = Z_ phz\l -/ PR alz) = Z 1z = ya 3R
h=0 = h=0 h=0

bezitten.
Gebrulk makende van de rekenwijzen van §410 vinden wij dan voor

onze vergelljking

fe) o)

(6) {p(P-1) + Z_ ﬁhHhP + 7 quh} w=0,
h=0 h=0 ) ’

Deze vergelljking is,alweer door gebrulkmeking van de resultatem vap g 10,
te brengen in de gedaante
& > N ’l | -
{10(5) + fq(I)R o 3~Wm0

Deze gedaante noemt Milne-Thomson de canonische gedaante.

Opmerking. De laatste som tussen accoladen bevat slechts eindig veel
termen indien de ontwikkelingen van p(z) en q(z) er slechts eindig
veel bezitten,

Probeert men nu een oplossing w met de faculteltenreeksvoorstelling

ol
w= 7. C¥Rh+m (c #0),
h=0 ° ©

dan vindt men wegens f(P)R"= r(n)R"
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fe] n

. [ RS
b ra Q N ) 48 =
- /. \»hfn“ﬂ{ﬂ'ﬁ"’ } R 0,

nN=0 h=0

zodat de coBfficinten ¢
aan

en de exponent o« dus hebben te voldoen

(1) 7- ‘ch?n”h(w+mjx$ (n=0,1,...).

Voor n=0 vindt men wegens cm¥0 de indiclaalvergelljking

mﬁ“wﬂ) + P + qﬂmc_

Voor iedere wortel oo van [8) kan men uit (7) de waarde van ¢, bere-

kenen uit o,  ...,c  mifs de cotfficiént fg(h+mJ¥@ is. Ons procéde
- d .- k] o

levert ons dus blj iedere o ecn faculteitenreeks w op, mits « niet
de klelnste 1s van twec congruente wortels van (8). In het uitzon-
deringsgeval treden, annloog 2an wat men blj differentiaalvergelij-
kKingen gewoon 1s, functies op van een afwljkende structuur, waarin
een ~p -functle voorkomt,

De vraag bl1jff natuurlijk hestaan waar onze zo verkregen for-
mele reeksen w convergeren, Mct behulp van middelen analoog aan die
bij differentiaalveorgeld jkingen laat zich aantonen, dat die reeksen

overal dasr convergeren woar de reeksen voor de coBffici¥nten plz.
en gf

L

z) het doer. Jniler dic nalpmiddelen valt natuurlijk ook hier

een majorantenmethore en worden eigenschappen zoals die in §9 (blz.
56 en 57) van major:ntenrceksen van faculteitenreeksen gebrulkt,
Wij 4l1luvetr »n de s enie ann cen voorbeeld:
(z-2)w(z) - "¢ 2Iwlz-1) - 3(z-1)w(z-2)=0,
A
WiJ schrijven met b hulp van B =1-v de vergelljking in de gedasn-
te

2 Ze) - s7 .
3(z=1) 9w - {(Fr-9) vw ¢ 4{(z-1)w=0,

en na vermenigvuldiging met

. L

"
-
{

120(P=1) ~ (8P+75-0)P « L(P+E)(P+R-1)} w=0,

o

waarult men als canonische gedaante vindt

(9)  ((2P-P?) + 45°)w=0.

Als indiciaalvergelijking vindt men dan

(9]

o =20 =0, dus =2, m?mo.

Voor het ogenblik beperken wij ons tot de oplossing



Dy
= o g
Wa= 7m {ﬁ&h)m L thh,
hae{ }auu(} :

Voor de colfficiunten h vindt men dan de recurrentc rolatie

h{h”/)ch53 i;chm;’;“: (h“}?ﬁgj e @ »)

Digrevolg

oo =
W= a — M?W ~ROE L x(x=1) . (% 2k=1)
k=0 d k=0 k1) :

i constateren nog det W, een convergenticabscis A= -~o0 heelt,
gcheel in overcenstemming met onze hierboven gedane mededelingen dear-
over; immers do faculteitenrecksontwikkelingeun van d. cobfficiénten
0z-9 ¢n 4z(z-1) convergeren ook overal in het e¢indige z-vlak.
Opmerking . De hier beschouwde verge  igking wes ook dircct in de cano~
nische gedaante te brongen na vermenigvuldigd te zijn met z. Immers

den luldt ze (~3R°- (2P+2R-3)R + (P+R)(P+R-2) w=0,

wa.ruit (9) dircct volgt.

Wij beschouwen nog cen andoer voorbeeld. De mecrgenoomde functics

ven Bessel ( _yhyzy2h+n
oo\ ") (.'fi')
()m 7

O h! ' {h+n+1)
voldoen acn de recurrcnte betrokking
o
1 , J.,ﬁ - )

~}an< 1)+ Jn ;3(2’> = ”’:‘Ll(f)
Vervangt men hierin z deor t ¢n n door z dan voldoen z: dus &cn de rola-
e 2{z-1) ,

w(z) - =t w(z-1) + w(z-2) = 0,

.Behandel deze vergell jking verder met het hicr ontwikkelde

oal
orocede.

Opgave 4,Los op de differentievergelijking

z A%u + [2-2) au-u=0,
Tenslotte valt nog op te merken det in die gevellen waarin men do
gozochte oplossingen ontwikkelt in faculteltenreeksen van de cerste

soort, men va.k een asymptotische ontwikkeling van die oplossingen vindt.

Hoewel hiermede de cursus bedindligd wordt, zal het de lezers dul~
delijk zlJjn, dnt tal van andere onderwerpen ult de analyse een min of
meer moelzame analoge behandeling kunnen krljgen in de gevallen datb ﬁ%ﬁ
erin voorkomende nf gal@id@n worden vervangen door differenties, In %ﬂ%f
behandelde 18 dit voor die belangrijke gedeelten ult de analya& g&g@
ven, waarvan de analoge theoric ult de differentierekening res
~ een zekere standaard theorie was ontwlkkeld.




